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Caro(a) estudante

F com grande satisfacdo que a Secretaria da Educacdo do Estado de Séo
Paulo, em parceria com a Secretaria de Desenvolvimento Econdmico, Ciéncia,
Tecnologia e Inovacao, apresenta os Cadernos do Estudante do Programa Edu-
cacao de Jovens e Adultos (EJA) - Mundo do Trabalho para os Centros Estaduais
de Educacao de Jovens e Adultos (CEEJAs). A proposta é oferecer um material
pedagodgico de facil compreensao, que favoreca seu retorno aos estudos.

Sabemos quanto é dificil para quem trabalha ou procura um emprego se dedi-
car aos estudos, principalmente quando se parou de estudar ha algum tempo.

O Programa nasceu da constatagao de que os estudantes jovens e adultos
tém experiéncias pessoais que devem ser consideradas no processo de aprendi-
zagem. Trata-se de um conjunto de experiéncias, conhecimentos e convicgoes
que se formou ao longo da vida. Dessa forma, procuramos respeitar a trajetéria
daqueles que apostaram na educagao como o caminho para a conquista de um
futuro melhor.

Nos Cadernos e videos que fazem parte do seu material de estudo, vocé perce-
berd a nossa preocupacgao em estabelecer um didlogo com o mundo do trabalho
e respeitar as especificidades da modalidade de ensino semipresencial praticada
nos CEEJAs.

Esperamos que vocé conclua o Ensino Médio e, posteriormente, continue estu-
dando e buscando conhecimentos importantes para seu desenvolvimento e sua
participacao na sociedade. Afinal, o conhecimento é o bem mais valioso que adqui-
rimos na vida e o Ginico que se acumula por toda a nossa existéncia.

Bons estudos!

Secretaria da Educacao

Secretaria de Desenvolvimento
Econdmico, Ciéncia, Tecnologia e Inovacao



APRESENTACAO

Estudar na idade adulta sempre demanda maior esfor¢o, dado o acimulo de
responsabilidades (trabalho, familia, atividades domésticas etc.), e a necessidade
de estar diariamente em uma escola é, muitas vezes, um obstaculo para a reto-
mada dos estudos, sobretudo devido a dificuldade de se conciliar estudo e traba-
lho. Nesse contexto, os Centros Estaduais de Educacao de Jovens e Adultos (CEEJAs)
tém se constituido em uma alternativa para garantir o direito a educagao aos que
nao conseguem frequentar regularmente a escola, tendo, assim, a opgao de realizar
um curso com presenca flexivel.

Para apoiar estudantes como vocé ao longo de seu percurso escolar, o Programa
Educacao de Jovens e Adultos (EJA) - Mundo do Trabalho produziu materiais espe-
cificamente para os CEEJAs. Eles foram elaborados para atender a uma justa e
antiga reivindicacao de estudantes, professores e sociedade em geral: poder contar
com materiais de apoio especificos para os estudos desse segmento.

Esses materiais sao seus e, assim, vocé podera estudar nos momentos mais
adequados - conforme os horarios que dispoe —, compartilhd-los com sua familia,
amigos etc. e guarda-los, para sempre estarem a mao no caso de futuras consultas.

Os Cadernos do Estudante apresentam textos que abordam e discutem os contetidos
propostos para cada disciplina e também atividades cujas respostas vocé podera regis-
trar no proprio material. Nesses Cadernos, vocé ainda terd espago para registrar suas
duvidas, para que possa discuti-las com o professor sempre que for ao CEEJA.

Os videos que acompanham os Cadernos do Estudante, por sua vez, explicam,
exemplificam e ampliam alguns dos assuntos tratados nos Cadernos, oferecendo
informacodes que vao ajuda-lo a compreender melhor os contetudos. Sao, portanto,
um importante recurso com o qual vocé podera contar em seus estudos.

Além desses materiais, o Programa EJA — Mundo do Trabalho tem um site exclu-
sivo, que vocé podera visitar sempre que desejar: <http://www.ejamundodotrabalho.
sp.gov.br>. Nele, além de informacgoes sobre o Programa, vocé acessa os Cadernos
do Estudante e os videos de todas as disciplinas, ao clicar na aba Contetudo CEEJA.
Ja na aba Contetido EJA, podera acessar os Cadernos e videos de Trabalho, que abor-
dam temas bastante significativos para jovens e adultos como vocé.

Os materiais foram produzidos com a intencao de estabelecer um didlogo com
vocé, visando facilitar seus momentos de estudo e de aprendizagem. Espera-se que,
com esse estudo, vocé esteja pronto para realizar as provas no CEEJA e se sinta cada
vez mais motivado a prosseguir sua trajetéria escolar.
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Caro(a) estudante,

Neste momento, vocé inicia o Volume 3 de Matematica — Ensino Médio - do
CEEJA. Nele, serao abordados alguns assuntos de seu cotidiano. Ao realizar as ati-
vidades propostas, vocé vera que, apesar de inicialmente parecerem complicados,
esses assuntos sao mais simples do que parecem.

Na Unidade 1, sdo abordadas areas de poligonos e circulos, bem como o volume
de sélidos. Conhecer essas medidas é necessario em varias situacoes do cotidiano.

Na Unidade 2, vocé estudara a Geometria Analitica (GA), que o ajudara a se
familiarizar com o plano cartesiano e as maneiras utilizadas para representar pon-
tos, retas e circunferéncias, entre outras formas geomeétricas. Por meio da GA, vocé
aprendera como usar pares ordenados para determinar a posicao de pontos, retas
e circunferéncias no plano e terd nocao das aplicagoes desse tipo de conhecimento
matematico.

Na Unidade 3, conhecera a combinatdria e percebera que pode aplicar um tipo
especial de raciocinio que o ajudara na resolucao de problemas praticos de arran-
jos, permutacdes e combinacdes. A primeira vista, pode parecer que vocé nunca
tenha visto questoes de natureza combinatoéria, mas elas ocorrem em situacgoes e
problemas do cotidiano, como nas senhas utilizadas em cadeados, em contas ban-
carias, entre outros.

Na Unidade 4, vocé estudara Probabilidade, que envolve a ideia de incerteza, ou
seja, as chances de se chegar a um ou outro resultado. No dia a dia, isso € utilizado
em previsoes do tempo (Qual é a probabilidade de chover hoje?), em jogos (Qual é
a probabilidade de um time ganhar?), e assim por diante.

Na Unidade 5, este Caderno se conclui apresentando as primeiras nogoes de
Trigonometria, uma parte da Matematica que, desde a Antiguidade, é usada para
calcular distancias inacessiveis ou determinar medidas de grandezas por meio de
métodos como os de comparacao de triangulos semelhantes.

Bons estudos!



sl AREAS E VOLUMES
L
()
<DE TEMAS
= 1. Areas de poligonos
D 2. Comprimento da circunferéncia e
dreado circulo
3. Volume de sélidos
Introducao

Muitas situacoes do dia a dia envolvem medidas de area, de capacidade e
de volume.

Sao varias as ocupagdes em que é preciso calcular perimetros e dreas, como
é o caso de pintores, serralheiros, marceneiros, pedreiros, colocadores de pisos e
outros profissionais que tém de saber calcular a capacidade de recipientes e deter-
minar o volume de um objeto.

Nesta Unidade, o objetivo é ajuda-lo a se familiarizar com esses procedimentos
de calculo.

Areas de poligonos TEMA 1

Neste tema, vocé vai se aprofundar no calculo de areas de poligonos, mas antes
vai recordar como se calcula a area de figuras simples — como um reténgulo.

| 9 O QUE VOCE JA SABE?

Vocé ja viu um pedreiro calcular a quantidade de lajotas necessarias para cobrir
determinada area de piso ou um pintor calcular a quantidade de tinta necessaria
para pintar um cémodo? O que esses profissionais precisam saber para efetuar esses
calculos? S6 conhecer o tamanho da lajota ou da lata de tinta é suficiente?

Calculo de areas poligonais H WT { V
| [

Alfaiates e costureiras precisam saber as medidas

© Hudson Calasans

do corpo da pessoa para quem vao criar roupas. Essas

medidas sao importantes para que os profissionais e
saibam de quantos metros de tecido precisarao, pois
elas sao usadas para fazer o corte, que, em geral, tem

um formato irregular.

Ve

MATEMATICA
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© Daniel Beneventi

I UNIDADE 1

Corretores imobiliarios

P ——————————————————————

Area da casa: 138,58 m?

também precisam calcular

|

} Area externa: 33,80 m*
8.15] | Areatotal: 172,38 m?

|

areas em seu oficio. Nesse

caso, o calculo é mais simples,

Cozinha

3,00

Area de
Servigo

D

Quarto

3,15
3,00

5,00

é formada por médulos retan-

gulares. Por outro lado, topé-

grafos e agrimensores medem

Sala

Quarto

4,00

Ed
9
3

)
=
<

Banheiro

Suite

4,00

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
pois a maioria das habitagoes 1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

a superficie de propriedades,
como sitios e fazendas, que

tém formatos irregulares.

O calculo de areas de uma
figura plana é simples para de-
terminadas figuras geomeétri-
cas como retangulos e outros
poligonos. Vale a pena revisar
alguns métodos e férmulas que
possibilitam determinar a area
de certas figuras poligonais.

A mais simples talvez seja a area do
retangulo, pois se pode tomar um quadrado
unitario (1 x 1) como unidade de area.

A area do retdngulo da figura é 3 - 5 = 15,
que é a quantidade de quadrados unitarios
que cabe no retangulo.

Generalizando:

Dado um retangulo de base que mede

b e

altura que mede h, a area do retdnguloé A=b - h.

b

© Gabriel Farias/Planomotor

© Mario Friedlander/Pulsar Imagens

Daniel Beneventi

©

© Sidnei Moura

f No caso em que a medida da base é igual a medida da
altura, tem-se um quadrado, cuja féormula simplificada é
A=0-2=2¢2




UNIDADE 1 I

Parte-se da area do retangulo de base b e altura h para encontrar a férmula da
area de um tridngulo. A figura a seguir ilustra que qualquer retangulo pode ser
decomposto em dois tridngulos retangulos iguais. Portanto, a area de um tridngulo
retangulo é a metade da area de um retangulo de mesma base e mesma altura.

D C C

A B A B

Essa relacao pode ser generalizada e aplicada a quaisquer triangulos, pois é sem-
pre possivel desenhar um tridngulo cuja base b coincida com a base de um retangulo
de altura h igual a do triangulo em relagao a essa base. Observe que o vértice C do
tridngulo é um ponto que pertence ao lado oposto a base do retangulo.

Entdo, se a area do retangulo é A =b - h, a area do tridngulo de mesma base e
mesma altura é:

A=l.b.h=ﬂ
2 2

A B A B

| |
\
Base

Para calcular a drea de um parale- B C
logramo, parte-se da area do tridngulo.
Observe as figuras ao lado. E possivel
decompor um paralelogramo qualquer

em dois tridngulos congruentes de A D
mesma base e mesma altura que o para-
lelogramo de origem. 8 c

Se a area de cada tridngulo é A = %,

entdo a area do paralelogramo é:

b'h+b'h=b_h

A= 2 2 A D

11

© Sidnei Moura

© Sidnei Moura

© Sidnei Moura



I UNIDADE 1

Para determinar a area de terrenos irregulares, os topografos utilizam uma técnica
chamada triangulagdo. Nessa técnica, aproxima-se a forma do terreno a de um poli-
gono e decompode-se o poligono em tridngulos, como mostram as figuras a seguir.

C C
D D
B B
E E
A A

Para calcular a area dos triangulos, os topografos utilizam instrumentos de pre-

© Sidnei Moura

cisao, como o teodolito, que permitem determinar as medidas dos lados e dos
angulos dessas figuras. Eles utilizam férmulas trigonométricas e programas de
computador para determinar a drea com a precisdo desejada.

© Andriy Popov/123RF
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Teodolito.

© Sidnei Moura

Outra técnica empregada é inserir o poligono
em um retangulo, calcular a area do retangulo e P
subtrair as areas dos triangulos exteriores ao poli-
gono. Veja na imagem ao lado como é simples
determinar a area de um pentagono utilizando £

esse método.




UNIDADE 1 I

Area do retdngulo PQRS =5 - 4 = 20

Area do tridngulo APB = 12—2 =1

Area do tridngulo BQC = 2—22 =2

Area do tridngulo CRD = 3—21 =1,5

Area do tridngulo ESA = % =2

Area do pentdgono ABCDE=20-(1+2+1,5+2)=20-6,5=13,5

>)
NP ASSISTA!

Matematica — Volume 3

Areas e volumes

Nesse video, abordam-se situagoes praticas do cotidiano e é possivel relembrar para que e
como se calculam areas e volumes de determinadas figuras.

ATIVIDADE Areas de figuras poligonais

Determine a area da figura a seguir, usando o quadrado unitario, na malha qua-

driculada, como unidade de medida.

© Sidnei Moura
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I UNIDADE 1

Determine a area da letra Z, usando o quadrado unitario, na malha quadricu-

lada, como unidade de medida.

© Sidnei Moura

Um losango é um quadrilatero que tem todos os lados de mesma medida e suas
diagonais perpendiculares. Calcule a area dos losangos.

a) Use o quadrado da malha quadriculada como unidade de medida.

/\
\/

© Sidnei Moura

b) Observe que os segmentos indicam as medidas das diagonais menor e maior.

PN
~

85

© Sidnei Moura




UNIDADE 1 I 15

c) Observe que, no losango PQRS, as diagonais estdo indicadas por D (diagonal
maior) e d (diagonal menor).

Q

© Sidnei Moura

B A area do tridngulo ABC é 90 cm?. Dois segmentos de reta paralelos a base cor-
taram os lados AB e BC em trés partes iguais. Determine a medida da area do tra-

pézio que fica no meio.

DICA!

Observe abaixo a decomposicao do trian-
B gulo ABC em 9 triangulos congruentes.

B

© Sidnei Moura

© Sidnei Moura

Na figura a seguir, os numeros indicam a area de cada retangulo. Descubra qual

é o valor da area do retangulo HGID.

B E C S
z
2 DICA!
N Decomponha os ntiimeros 20, 10 e 12 e tente desco-
2 12 . . R .
0 brir as medidas dos lados de cada retangulo interno.
F & H
10 ?
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I UNIDADE 1
M DESAFIO

A drea da figura abaixo é:

acm a) 24 cm?

4em b) 30 cm?
Bem -] c) 33 cm?
d) 36 cm?
e) 48 cm?

3cm

Bcm

Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro (PUC-R]), 2008. Disponivel em: <http://www.puc-rio.br/vestibular/
repositorio/provas/2008-2/download/provas/VEST2008-2PUCRio_OUTROS_CURSOS_TARDE.pdf>. Acesso em: 30 out. 2014.
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Atividade 1 - Areas de figuras poligonais

Basta calcular o nimero de quadrados unitarios que formam a figura. Um modo de fazer é divi-
dir a figura em reténgulos, calcular a drea de cada um deles e soma-las.

F G
=
b el 1-2=2 5
2:4=8
B, C H |
2:8=16
0N
1:3=3
2:2=4 2-2=4 J
K
A P M L

A=2+8+16+4+4+3=37

A area da figura é 37.

Area de cada um dos retangulos da base e do topode Z — 2 - 8 = 16
Area do paralelogramo da diagonalde Z — 3 - 4 = 12

Areatotalde Z — 16 + 12 + 16 = 44

Também é possivel determinar a area da letra Z calculando a drea do quadrado menos a area dos
dois tridngulos que se formam ao redor do paralelogramo da diagonal de Z.
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a) A area do losango é 6.

Para calculé-la, pode-se somar as areas dos tridngulos que o compoem usando suas diagonais:
a area do losango ABCD é igual a area do tridngulo ABC somada com a area do tridngulo ADC;
ou a area do triangulo ABD somada com a area do tridngulo BDC.

No primeiro caso, multiplica-se a base AC pela altura E:

2
1
AABCD=2'AABC=2'<6'7>=6
. AC
No segundo caso, multiplica-se a base BD pela altura -

3
AABCD=2'AABD=2'<2'7)=6

b) Utiliza-se o mesmo raciocinio do item anterior, observando-se que a base do tridngulo PQR coin-
cide com a diagonal maior (D = 8,5) e que a altura é a metade da diagonal menor (d = 6).

No triangulo PQS, a base é a diagonal menor e a altura é a metade da diagonal maior. Em ambos os
casos tem-se:

6-8,5
APQRS = 2 = 25,5

c) Nessa figura as medidas das diagonais estao representadas apenas pelas letras. Portanto:

D-d
A=——

Essa é a féormula da area do losango.

A A figura da direita mostra o tridngulo ABC decomposto em 9 tridngulos congruentes ao tridngulo BDE.

Entdo a area de BDE é 99—0 =10 cm?.

Como o trapézio EDFG é formado por 3 tridngulos congruentes a BDE, entdo:
Agrprg = 3 - 10 cm? = 30 cm?

Como 20, 10 e 12 sdo as areas de retangulos e eles correspondem a multiplicacdo das medidas
dos lados, entao as decomposicdes correspondentes sao: 20=4-5;10=2-5;e12=4 - 3.

©B E C
:
4.5 4.3
G
F H
2-5 ?
A | D

AF =2; FB = 4; BE = 5; e EC = 3. O retangulo HGID tem medidas GI = 2 e HG = 3. Sua area, portanto,
é dadapor2-3=6.

17
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Desafio

Alternativa correta: b. Assim como foi feito nas questdes anteriores, a figura pode ser dividida em

um tridngulo e um retangulo, de areas:
" b-h 3:-4
Areatriéngulo = o = T2 =6 cm’

Area,eanguo=b-h=8-3=24cm?
Somando-se as duas areas:

Areagg,, = 6 + 24 = 30 cm?

\fj Registro de duvidas e comentarios




Comprimento da circunferéncia e areado circulo TEMA 2

H4 muito tempo, os circulos despertam a curiosidade humana. Os circulos sem-
pre estiveram ao nosso redor, por exemplo: a Lua, o Sol, o formato redondo dos
frutos, as ondas produzidas por uma pedra atirada na agua, entre outros.

Ao observar troncos de arvore rolarem, o homem passou a “imitar” o movi-
mento da natureza e inventou a roda ha aproximadamente 6 mil anos. Dai em
diante, surgiram muitas situacoes que levaram a necessidade de medir o compri-
mento da circunferéncia e a area do circulo. Esse serd o assunto deste tema.

7 O QUE VOCE JA SABE?

Pode-se observar circunferéncias e circulos em objetos do dia a dia, como
embalagens de alimentos, rodas de veiculos etc. Entao, determinar o comprimento
de circunferéncias e a area de circulos deve ser util em muitas situacoes. Vocé con-
segue se lembrar de algumas delas?

Medidas na circunferéncia e no circulo

O interesse pelo estudo das medidas de uma circunferéncia é muito antigo. Ha
referéncias a essas medidas até no Antigo Testamento, em uma passagem que
descreve um tipo de reservatério cilindrico que teria 5 medidas de altura, 10 medi-
das de uma borda a outra e 30 medidas no contorno.

© Daniel Beneventi

(8]

30

De acordo com essa referéncia, o comprimento da circunferéncia C é trés vezes
a medida do diametro d.

Nesse caso, a razao entre o comprimento C e o diametro d da circunferéncia é 3.

C
c=3d=C_3
~ 4

19
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Em busca de maior precisao, os matematicos desenvolveram métodos para
descobrir o valor dessa razao, que foi batizada de “pi” (n). Eles calcularam a razao
entre o comprimento e o didmetro de circunferéncias de varios tamanhos, e con-

cluiram que esse é um valor constante de aproximadamente 3,14159.

Em 1737, o matematico suico Leonhard Euler (1707-1783) adotou a letra grega =

como simbolo dessa constante: & = 3,14.

Mais tarde, descobriu-se que m € um numero irracional; isso quer dizer que nao
existe uma fracao que o represente, s6 aproximacoes racionais. Dependendo da
aplicacao, a aproximacao = = 3,14 é mais do que suficiente para a maioria das ati-

vidades escolares e até mesmo profissionais.

Admitindo que a razao % é constante, tem-se &t = %

Como d = 2r, entao n = 2£ = C = 2nr
r

Portanto, quando a medida do raio é conhecida, C = 2ar é a formula que deter-

mina o valor do comprimento de uma circunferéncia.
Acompanhe um exemplo da aplicacao dessa féormula.

- Quantas pedaladas sao necessdrias para uma pessoa percorrer 1 km numa bici-

cleta cuja roda tem um raio que mede 0,5 m?

Primeiro, calculam-se quantos metros ela se desloca a cada volta.
C=2nar

C=2-3,14-0,5=3,14m

Portanto, a cada volta, ela se desloca aproximadamente 3,14 m.
Para alcancar 1 km, uma pessoa tera que dar:

(3,14 m) - numero de voltas = 1.000 m

1.000 m
3,14 m

numero de voltas = = 318,47

Logo, sao necessarias 319 voltas completas para percorrer 1 km. Considerando que,
a cada pedalada, a roda da uma volta completa em torno do seu centro, uma pessoa

da 319 pedaladas para percorrer essa distancia.
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O ~
7 VOCE SABIA?

o Em seu livro As Maravilhas da Matematica, o matematico Malba Tahan mostra uma forma de
memorizar uma aproximacao de = com 10 casas decimais, pela quantidade de letras de cada
palavra da frase:

Sim, é util e facil memorizar um nUmero grato aos sabios.
3 1 4 1 5 9 2 6 5 3 6

» Leonhard Euler escolheu a letra grega = por ser a inicial da palavra “periferia” (contorno),
escrita com o alfabeto grego.

» Arquimedes (287-212 a.C.), o grande inventor e matematico grego, usou a fragao 2—72 como
aproximacgao de m.

% =34+ % = 3.40,142857... = 3,142857...

Para chegar a esse grau de precisdo, Arquimedes construiu um poligono regular com 96 lados.
Esse poligono se assemelhava a um circulo. Entao, ele calculou a razdo do perimetro desse poli-
gono pelo didmetro.

* Quanto maior o numero de lados de um poligono, mais o seu perimetro se aproxima do com-
primento de uma circunferéncia.

ATIVIDADE Comprimento da circunferéncia

Adote o valor & = 3,14 para resolver as atividades a seguir.

Calcule o comprimento aproximado de uma circunferéncia que tem:

a) diametro (d) =15 m
b) raio (1) =7,5m
c) d =10 mm

d) r =20 mm

21
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e)d=6cm

f) r=8cm

Observe o exemplo. Dado o comprimento da circunferéncia C = 81,64 km, cal-

cule o raio e o diametro dessa circunferéncia.

C =81,64 km
C=2nr
81,64

81,64 =2nr=81,64=2-3,14-1=81,64=6,28r =1 = =1=13km. Comod =2r,d =26 km.

)

Também é possivel calcular o didmetro primeiro e, depois, o raio:

C=2nr=C=n-2r=C=n-d

8164

81,64 =m-2r=81,64=3,14-d = 81,64 =3,14d = d —d=26km

Como o raio equivale a metade do didmetro, r = 13 km.

De acordo com o que vocé observou, resolva os itens abaixo:

a) C=2512m
b) C=9,42 cm
c) C=157m
d) C=6,28m

e) C=12,56 cm
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O didmetro da roda de uma bicicleta mede 80 cm. Determine quanto um ciclista
percorre quando a roda dessa bicicleta da 10 voltas completas.

Bl O raio médio da Terra é de aproximadamente 6.400 km. Com base nesse dado,
calcule o comprimento aproximado da Linha do Equador, usando as seguintes
aproximagoes para

a) n=3,14
b) x = 3,1416

c) Compare os dois resultados. Explique o que causou a diferenca entre eles.

O didmetro do aro de uma cesta de basquete mede 0,45 m. Calcule o compri-
mento do aro.

[@ Uma bola de basquete deve ter até 78 cm de circunferéncia maxima.

a) Calcule seu diametro.

b) Uma bola com essas medidas entra na cesta com as dimensdes indicadas no
exercicio anterior? Esboce um desenho com sua descoberta, indicando quantos sao
os centimetros de folga ou de excesso.
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De acordo com as normas oficiais, uma bola de futebol de campo deve ter entre
68 cm e 71 cm de circunferéncia. Calcule o diametro da bola:

a) de 68 cm

b) de 71 cm

B O circulo central de um campo de futebol deve medir 18,30 m de didmetro. Cal-
cule o comprimento do contorno do circulo.

El Determine a medida do raio de uma roda cuja medida de comprimento é:

a) 100 cm
b) 1m

Qual é o raio R de uma circunferéncia cujo comprimento é igual ao de uma
semicircunferéncia de raior = 5 cm?

Um marceneiro deve construir uma mesa redonda que comporte 6 pessoas a
sua volta. Qual deve ser o raio dessa mesa para que cada pessoa possa dispor de
um arco de 50 cm?

Determine o comprimento de uma circunferéncia inscrita em um quadrado de
lado 2 cm.
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Determine o comprimento de uma circunferéncia tangente a dois lados para-
lelos de um retangulo de lados 4 cm e 3 cm.

Areado circulo

Imagine um circulo que foi dividido em pequenas fatias e depois foi aberto, for-
mando uma espécie de serrote:

2nr

© Daniel Beneventi

2nr

2nr

A soma das areas desses triangulos é muito préxima da area do circulo.

Observe que a area do “serrote” formado pelos tridngulos é, aproximadamente,
igual a metade da area do retangulo cuja base mede 2xr, pois o comprimento desse
retangulo coincide com o da circunferéncia (2xr) e a altura dele coincide com o raior.
Como vocé ja sabe calcular o comprimento da circunferéncia, calcular a area sera

mais simples.

Comprimento da circunferéncia = base do retangulo — C = 2xar

A:—-C-r:l-an-r
2 2

A = nr?

Essa é a férmula que permite calcular a area de um circulo.

Para calcular, por exemplo, a drea de um circulo de raio 5 cm, basta substituir o

valor do raio na féormula:
A=3,14-52=3,14-25=785

A =78,5 cm?

25
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Assim como existe uma férmula para calcular a area do circulo, também exis-
tem férmulas para determinar a area de partes do circulo, em especial, a do setor
circular e a da coroa circular.

coroa circular

© Daniel Beneventi

setor circular

O setor circular é como uma fatia de pizza e é determinado pela medida do raio
e pelo angulo central a.

. , ~ . . N ~ a
O setor circular é uma fragao do circulo proporcional a razao 360" por exemplo,

2
- . .
se a = 60°, essa razao é % e a area do setor é o

.= 60 A

© Daniel Beneventi

! \

A coroa circular é determinada pelo raio da circunferéncia externa e pelo raio
da circunferéncia interna. Assim, a area da coroa circular é:

Acoroa = Acirculo deraioR — Acirculo de raior

© Daniel Beneventi
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ATIVIDADE Areado circulo

Adote o valor & = 3,14 para fazer os exercicios a seguir.
Calcule a area dos circulos de raios:

a)r=10cm

b)r=3,14m

c) r=8mm

d)r=15cm

Determine o valor dos raios dos circulos cujas areas sdao conhecidas.

Observe o exemplo:
A =785 cm?

A=nr2978,5=3,14-r2:1’2:787’5:r2=25:1’=i 25=r=4+5cm

)

Por se tratar de medida, o raio s6 pode assumir valor positivo. Entdo, r =5 cm.

a) A = 452,16 m?

b) A = 113,04 mm?

c) A =100 m?

27
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Determine o valor dos didmetros dos circulos cujas areas sao:

a) A =78,5 cm?

b) A = 452,16 m?

c) A =113,04 mm?

d) A=10m?

O comprimento de uma circunferéncia é 31,4 cm. Determine a area do circulo.

Dobrando a medida do raio de um circulo, quanto aumentara a area?

A Determine a drea de um circulo tangente aos quatro lados de um quadrado de
lado 10 cm.

Determine a area de um circulo no qual estd inscrito um quadrado de lado 2 cm.

K Calcule a drea do semicirculo de raio 10 cm.
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El Observe a figura de um setor circular de raio r e dngulo central de 45°, que
1 . A : : )
representa — de uma circunferéncia de raio r. Determine a area do setor sabendo

quer =10 cm.

© Sidnei Moura
=

A

Determine a area do setor circular de raio 60 cm cujo angulo central mede:

a) 45°

b) 60°

c) 72°

d) 120°

Na figura a seguir, ha duas coroas circulares: a da esquerda tem centro em A e

a da direita tem centro em D.

© Daniel Beneventi

DICA!
Raio AB =2, raio AC =5, raio DE = 4 e raio DF = 6.

29
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Sobre a area das duas coroas, assinale a alternativa correta:
a) A coroa de centro em A tem area maior que a coroa de centro em D.
b) As duas coroas tém areas equivalentes.

c) A coroa de centro em D tem area maior que a coroa de centro em A.

HORA DA CHECAGEM

Atividade 1 - Comprimento da circunferéncia
a)C=2nr - C=3,14-2r-C=3,14-15=47,1m

b) Se o raio é 7,5 m, o didmetro mede 15 cm. Entdo, o comprimento aproximado da circunferéncia
€ 47,1 m (como no item a).

c)C=2ar=n-d=3,14-10=31,4 mm
d) C =125,6 mm

e) C=18,84 cm

f) C=50,24 cm
a)d=8m;r=4m
b)d=3cm;r=1,5cm
c)d=5m;r=25m
dd=2m;r=1m
efd=4cm;r=2cm
C=2nr — 3,14 - 80 = 251,2 cm
251,2cm - 10 =2.512 cm

O ciclista percorre 2.512 cm, ou seja, aproximadamente 25 m.

a) 2 -6.400 - 3,14 = 40.192 km
b) 2 - 6.400 - 3,1416 = 40.212,48 km

c) Para a maioria das atividades do cotidiano, a aproximacao 3,14 é suficiente, mas, quando se tra-
balha com medidas muito grandes, como o comprimento da Linha do Equador, as casas decimais
a partir dos milésimos podem fazer diferenca. No caso deste exercicio, duas casas decimais resul-
taram em uma diferenca de mais de 20 km.
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d=0,45m

C=2nr—-C=n-d—->=C=3,14-0,45=C=1,413m

a)C=78cm
C=2ar—>78=n-d=78=314-d=d= 37—]i=>d=24,84cm

b) 0,45 m = 45 cm (didmetro do aro)
45 -24,84 = 20,16 cm

Sim, a bola entra com folga de 20,16 cm.

© Daniel Beneventi

a) C=68cm
C=2nr >68=n-d=68=3,14-d=d = %=d=21,65cm
b)C=71cm
C=2ar—>7l=n-d=71=314-d=d= %:d=22,61cm

Hd-1830m

C=2nr -C=n-d=C=3,14- 18,30 = C=57,462 m

a) C =100 cm
C=2nrr = 100=2nr=50=3,14 . r=71= %:r:lS,%cm
b)C=1m

C=2nr—=1=2ar=1=2-314 - r=r1= %:r=0,1592m

Outra maneira de resolver esse item é lembrar que 100 cm = 1 m. Portanto, para chegar a resposta
do item b, basta converter a resposta do item a de centimetros para metros: 15,92 cm = 0,1592 m.

31
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Fdr=-5cm R=?

C=2nr—-C=2-3,14-5=C=314cm

Entdo, a semicircunferéncia tem 15,7 cm. Assim:

15,7

C=2nR—>157=2-3,14-R=157=628 -R=R= =22 = R=25cm

6,28

O raio dessa circunferéncia mede R = 2,5 cm.

Para que a mesa redonda comporte 6 pessoas, dispondo de 50 cm de arco para cada uma delas.

C=6-50=300cm. Entao:

C=2ar—-300=2-3,14-1r=300=6,28 - r =7

300

= m$r=4‘7,77cm

O raio da mesa deve ser de 47,77 cm.

Se a circunferéncia estd inscrita em um quadrado de lado 2 cm, entdo o didmetro dessa circun-

feréncia mede 2 cm.

2cm |

© Daniel Beneventi

w7

C=2nr=n-d=3,14-2=6,28 cm

O comprimento da circunferéncia é 6,28 cm.

EE) se a circunferéncia é tangente a dois lados de um retdngulo 3 x 4, entdo a medida do
didmetro é a do lado menor do retangulo. Usando o mesmo raciocinio do exercicio anterior,

C=3,14-3=9,42 cm.

Atividade 2 - Area do circulo

a)r=10cm

A=mr?—>A=314-102= A = 3,14 - 100 = A = 314 cm?

b)r=3,14m

A=nr2—> A=37143,142 = A = 30,96 m?

c) r=8mm

A=m?—>A=314-8"=A=314-64 = A = 200,96 mm?

d)r=15cm

A=nr>—>A=314-152= A = 3,14 - 225 = A = 706,5 cm?
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a) A = 452,16 m?

A=nr2:>452,16=3,14'r2=>r2=4§2—1&:6=>r2=144=>r=i 144 =>1r=12m
b) A = 113,04 mm?
, 113,04

A=nr’=113,04=3,14 -’ =71 =12=36=r=+136 =>r=6mm

3,14
c) A =100 m?

, 100

_m:r2=31,84=r=¢w/31,84 =r=564m

A=nr’=100=314 -r*=7r

a) Como a area é a mesma do exemplo do exercicio 2, em quer =5, entdo:d=2r=2-5=10 cm.

b)d=24m
c)d=12mm
d)d=3,56 m
31,4 31,4 _
Bsec=-314cm=314=2nr=>1= - _6’28_5cm

A=nr’>— 3,14 - 25 = 78,5 cm?
A area quadruplicard, pois A = nir? — A = n(2r)? = 4(nr?).
ﬂ Se o circulo esta inscrito no quadrado, entdo £ =d = 10 cm. Logo, r = 5 cm.

L 10cm

A=nr?>— 3,14 - 25 =78,5 cm?

*********** ¥~ |3 Aadreado circulo é78,5 cm?.

Se o quadrado inscrito no circulo tem lado de 2 cm, entdo d = 2y2 cm. Logo, r = V2 cm.

A=nr?—>314-{Z)*=3,14 -2 = 6,28 cm?

A area do circulo é 6,28 cm?.

HORA DA CHECAGEM
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E r=10cm
A =nr>— 3,14 - 10> = 314 cm?

Logo, como o semicirculo mede metade da area do circulo, sua area é igual a 157 cm?.

9 2

Ba-" - 1% ;. 15523925 cm?
8 8

Area do circulo de raio 60 cm — A = x - 3.600 cm?

a) A = @ = 450n cm? = 1.413 cm?, pois 45° = 360° + 8
b)A = MT-6C’(’) = 600x cm? = 1.884 cm?, pois 60° = 360° + 6
A= @ = 720m cm? = 2.260,80 cm?, pois 72° = 360° + 5

d)A= m = 1.200% cm?= 3.768 cm?, pois 120° = 360° + 3
Alternativa correta: a.

Area do circulo de centro em A e raio 2 — 722 = 4n

Area do circulo de centro em A e raio 5 — 752 = 25x

Area do circulo de centro em D e raio 4 — n4? = 16n

Area do circulo de centro em D e raio 6 — 762 = 36n

Area da coroa circular de centro em A — 25x — 4n = 21n

Area da coroa circular de centro em D — 36x — 165 = 20%

\f/\ Registro de duvidas e comentarios




Volume de sélidos TEMA 3

Tao importante quanto saber calcular o volume de um cubo
ou de um bloco retangular é calcular o volume de sélidos que
tém forma cilindrica. Eles estao em toda a parte.

Com base no volume, é possivel avaliar a capacidade de reci-
pientes cilindricos, como latas de conserva, por exemplo, e con-
fronta-la com a massa indicada nos roétulos.

¥'2 0 QUE VOCE JA SABE?

Vocé ja reparou que em todas as embalagens dos produtos
que compra no supermercado vem registrado o peso liquido do
produto?

Um bom exercicio é verificar se o peso liquido indicado nas embalagens é com-

pativel com as dimensoes dos recipientes.

\_» Volume de um sélido

Para calcular o volume de um sélido em que as sec¢Oes planas tém, todas, a

mesma area, multiplica-se a area da base pela altura.

© Daniel Beneventi

V:Ab'h

Para melhor compreender essa ideia, imagine, por exemplo,
um pacote de bolachas de dgua e sal em que todas sdo quadradas
e tém a mesma massa. Se as bolachas forem empilhadas umas
sobre as outras para compor um pacote, a massa total sera a
quantidade de massa de uma bolacha multiplicada pelo nimero
de bolachas que ha na pilha.

© Vladislav Ivantsov/123RF

© czekmal3/123RF
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Pode-se usar essa ideia para determinar o volume de um prisma de base

A d

Se a area A do retangulo da base é A = a - b, entdo o volume V do prisma é a area

retangular.

© Daniel Beneventi

da base multiplicada pela altura c:
V=A-c=(a-b)-c=a-b-c

Observe esse principio utilizado no calculo do volume de um cilindro de base
circular:

V = area da base (A) - altura (h)
V=A-h

Mas a area da base desse cilindro é A = ar?, portanto, o volume
do cilindro é V = ar?- h.

Essa relacao é utilizada em intimeras aplicagoes, por exemplo,
para determinar a capacidade de um reservatorio cilindrico de

10 m de diametro por 6 m de altura.

V=n-52-6=3714-256=3,14 - 150 = 471 m?

O metro cibico (m3) é a unidade de medida padrao adotada para volume.
1m?3=1.000L

Algumas caixas-d’agua tém formato cilindrico. Imagine que um fabricante pre-
cisa determinar que altura deve ter uma caixa-d’agua com raio de 1 m, para que
sua capacidade seja de 2.000 L.

Como 1.000 L = 1 m?, tem-se:
V=2000L=2m?
V=nr’-h=2

314-12-h=2=h=_2
3,14

)

- 0,637 =h=0,637 m

Portanto, a altura dessa caixa d’agua devera ser de 0,637 m, quase 64 cm.

© Daniel Beneventi
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Volume da piramide e do cone

Sabendo como calcular o volume de um prisma ou de um cilindro, pode-se cal-

cular também o volume de uma piramide ou de um cone. Isso porque os matema-
ticos demonstraram uma relacao entre os volumes desses sélidos:

O volume de uma piramide é % do volume de um

prisma de mesma base e mesma altura, ou seja:

1
Vpirémide = ? * Apase * h

O volume de um cone é % do volume de um cilindro

de mesma base e mesma altura, ou seja:

1
Vcone = ? ’ Abase -h

Veone = l -qir’ - h
3

Saber calcular o volume de um cilindro
ou de um cone € importante para determi-
nar, por exemplo, a capacidade de um silo
utilizado para armazenar cereais.

-
<,
A

Ha muitas situagoes praticas
em que é importante calcular
o volume de uma esfera. Veja
exemplos nas imagens ao lado.

PENSE

SOBRE...

féormula do volume da esfera é:

Vesfera =

4qr3
3

iattisak Chiphimai/123RF
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Determinar a area de superficie de sélidos também é muito Gtil. A industria
de embalagens, por exemplo, prevé a quantidade de matéria-prima (aluminio ou
papelao) para fabricar latas e outros tipos de embalagens cilindricas por meio do
calculo de superficie do cilindro. Para isso, é fundamental saber sua area lateral

(qQue é um retangulo) e de suas bases.

© Daniel Beneventi

—T

2nr

&

Para calcular a area da superficie de um cilindro de base circular de raior e
altura h, somam-se as areas do retangulo de lados 2xr e altura h e das duas bases

circulares de raior.

Aguperficie = T” + 2T - h + wir® = 21 + 2ar - h = 2nr(r + h)

ATIVIDADE Volume de corpos redondos

Determine o volume de um cilindro cuja base é um circulo de raio 5 cm e cuja

altura é 10 cm.

Determine qual é o cilindro com o maior volume: o cilindro 1, de raio 4 cm e
altura 6 cm, ou o cilindro 2, de raio 6 cm e altura 4 cm?

Determine o volume do cilindro abaixo.

© Daniel Beneventi
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B Determine o volume de um cone de raio 6 cm e altura 10 cm.

Considere a figura a seguir e determine:

AN

© Daniel Beneventi

a) o volume do cilindro cuja base é um circulo de raio 5 cm e cuja altura é 12 cm.

b) o volume do cone cuja base é um circulo de didmetro 10 cm e cuja altura é
12 cm.

HORA DA CHECAGEM

Atividade 1 - Volume de corpos redondos
V=nr’-h=n5-10 = 250x = 250 - 3,14 = 785 cm?

Cilindrol:r=4eh=6—->V=n42-6=9%x
Cilindro2:r=6eh=4—->V=n6%-4=144x
Logo, o cilindro 2 é o de maior volume.

EFr=-3cmeh=8cm—»V=n3%8=72x=226,08 cm?

2
ﬂv:%-nr2-h= (“63‘10) =36§“=120n=376,8 cm®

As areas das bases do cilindro e do cone sao a area do circulo de raio 5 cm, que é equivalente a
area do circulo de didmetro 10 cm.

A=nr?— A=3,14-25=78,5cm?

a) Volume do cilindro = 78,5 - 12 = 942 cm?

b) Volume do cone, que ¢ a terca parte do volume do cilindro — V = % =314 cm?

39
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Al GEOMETRIA ANALITICA
L|J \
()]
<C
% TEMAS
D 1. Sistema cartesiano: o ponto
2. A equacdo dareta
3. A equacdo da circunferéncia
Introducdo

O sistema utilizado para representar pontos por meio
de pares ordenados é chamado sistema cartesiano ou
plano cartesiano, em homenagem ao filésofo e mate-
matico francés René Descartes (1596-1650), que, em
1637, publicou um método de resolucao de problemas
de Geometria usando Algebra e de problemas de Algebra
usando Geometria. A reunido dessas duas areas da Mate-
matica é denominada Geometria Analitica. Ofildsofo e matematico René Descartes.

Sistema cartesiano: oponto TEMA 1

Neste tema, vocé aprofundara seus conhecimentos sobre medicao de distan-
cias, e vera como se determina a posi¢cao de um ponto por meio de coordenadas.

F'2 0 QUE VOCE JA SABE?

Vocé ja estudou a localizagao de um ponto da Terra por meio de coordenadas
geograficas que indicam a latitude e a longitude? E, para localizar ruas, vocé ja
utilizou um mapa com sistema de coordenadas de letras e numeros? Ao utilizar
um celular ou GPS para encontrar determinado lugar, reparou que ele também usa um
sistema de coordenadas?

Plano cartesiano

O plano cartesiano da Geometria Analitica, tratado nesta Unidade, é o mesmo
usado para construir graficos de funcoes, sendo constituido por dois eixos per-
pendiculares e orientados: o eixo das abscissas (horizontal) e o eixo das orde-
nadas (vertical). Esses dois eixos definem quatro regidoes do plano chamadas
de quadrantes.

MATEMATICA

© Erich Lessing/Album Art/Latinstock
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Na Geometria Analitica, qual- 2 quadrante y A 1o quadrante
quer ponto do plano cartesiano é al
representado por um par ordenado A2,3)
(%, y), que é a localizacdo do ponto. ' """"" T
O x indica a abscissa, marcada no 24
eixo horizontal, e o y indica a orde- o fordenada
nada, marcada no eixo vertical.
: : ! : : : : : >
Analisando o sinal dos nume- "o _!,1_0 o3 4 "
ros do par ordenado, é possivel abscissa ' | ordenada
saber em que regidao do plano o 27
ponto se encontra: no 1°, 29 3° ou 3 .
4° quadrante. , abstissa P
32 quadrante 4° quadrante

Se a abscissa do ponto é positiva, o ponto estd a direita do eixo vertical; se a
ordenada do ponto é positiva, o ponto estd na parte superior do plano cartesiano,
acima do eixo horizontal.

yA
5,,
Observe, na figura ao lado, que B(-2,4)
- 41
os sinais dos pontos determinam | AG3)
em qual quadrante ele se encon- i o A I
tra: o ponto C, por exemplo, que 27 i
tem todas as coordenadas negati- : :
vas, estd no 3° quadrante. Se vocé 5 N
_ _ 5 1 0 , ‘ ‘ 5 X
reparar em todos os pontos da S [
, , . : -1 :
figura, perceberd um padrao, con- ; EQ-15)  ib@s,-15)
forme a tabela abaixo. Clay T 1
-34
Sinal da abscissa (x) Sinal da ordenada (y) Quadrante
+ + 1°
— + 2g
- _ 3g
+ - 40

© Sidnei Moura
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Com isso, mesmo que um ponto nao possa ser visto ou representado no plano
cartesiano, é possivel saber com seguranca em qual quadrante ele se localiza. Por
exemplo, (-37, 45) é um ponto do 2° quadrante: a esquerda do eixo das ordenadas
e acima do eixo das abscissas.

Com base nas coordenadas dos pontos no plano cartesiano, é possivel determinar:

a) a distancia entre dois pontos;
b) se trés pontos estao alinhados, ou seja, se pertencem a uma mesma reta;

c) as coordenadas do ponto médio de um segmento.

Distancia entre dois pontos

Dados dois pontos distintos do plano cartesiano, é possivel determinar a
distancia entre eles calculando a medida do segmento de reta que tem os dois
pontos como extremidades. Para isso, basta aplicar o teorema de Pitagoras.

Sejam os pontos A(X,, V.) € B(Xp, V) no plano cartesiano. Na figura a seguir,
esses pontos determinam as extremidades do segmento AB e, como esse segmento
estd inclinado em relacdo aos eixos, ele coincide com a hipotenusa de um triangulo
retangulo cujos catetos medem (X, — X,) € (Vp — Va)-

A
=y
Vb T B (Xb, Yb)
1 LEMBRE!
Teorema de Pitagoras
1 h? =a%+b?
YaT Hipotenusa ao quadrado é igual
A (Xa, ya) a soma do quadrado dos catetos.
0 Xa Xb X

dAB = \/(Xb - Xa)2 + (Yb - Ya)2
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Pode-se usar essa féormula para determinar a distancia dos pontos A(2, 3) e B(6, 6).

A

© Sidnei Moura

*B(6,6)

dap=+(6-2)2+ (6-32 =42+ 32 =[16+ 9 =25 =5
A disténcia entre os pontos A e B é, portanto, 5.

Agora, observe o calculo da distancia entre dois pontos, P(-2, -3) e Q(3, 9), apli-
cando-se essa férmula, mas sem representa-los graficamente. Note que P é um
ponto do 3° quadrante, e Q, um ponto do 1° quadrante.

dpq = \/(XQ - %p)” + (Vo = V)

JB-(-2)2+(9-(=3) =83 +2)%+(9+3)? =5+ 122 =25 + 144 =169 =13
A distancia entre os pontos P e Q é 13.

Alinhamento de trés pontos

Outro problema que se pode resolver utilizando as coordenadas do plano carte-
siano é determinar se trés pontos estao alinhados.



UNIDADE 2 I

Observe a figura a seguir. Para que os pontos A(X,, Va), B(Xp, Vb) € C(X,, y.) este-
jam alinhados, os dngulos indicados (BAD e CBE) tém que ser iguais, garantindo a

direcao da reta tracejada.

A

© Sidnei Moura

\ 4

Como se trata de tridngulos retdngulos, os tridngulos ABD e BCE devem ser
semelhantes, com lados proporcionais, ou seja, a razao entre as medidas dos lados
correspondentes deve ser a mesma. Veja:

AD _ BD _ Xp—Xa _¥Y8—Yp (1)
BE CE Xg — Xp Ve — Ve

Na figura apresentada, tem-se A(2, 2), B(4, 3) e C(8, 5) e os pontos auxiliares:
D(4, 2) e E(8, 3). Substituindo as coordenadas em (I), tem-se:

AD:BD=>4—2:3—221
BE CE 8-4 5-3 2

Se a razao entre as medidas dos lados correspondentes é a mesma, entao ABD e
BCE sao triangulos semelhantes e, portanto, os angulos indicados na figura sao iguais.

Outro modo de verificar se trés pontos estao alinhados é organizar as coorde-
nadas dos pontos em uma tabela e usar um dispositivo pratico de multiplicacao
em Cruz.

As coordenadas dos trés pontos devem ser organizadas de modo que as abscis-
sas fiquem na primeira linha da tabela e as ordenadas na segunda linha. Na quarta
coluna, devem ser repetidas as coordenadas da primeira coluna. Observe o exemplo:

Abscissas — “
=0

Ordenadas —| y4

45
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Deve-se fazer as multiplicacdes em cruz e subtrair os resultados de acordo com
o esquema indicado:

+ -

(Xa'Yb""Xb'YC"'Xc'Ya)_(xb'Ya+Xc'Yb+xa'YC):O

IMPORTANTE!

A condicao necessaria para que haja o alinhamento dos trés pontos, por
esse método, é que o resultado seja O (zero).

Veja a aplicagao desse dispositivo para conferir se os pontos A(2, 2), B(4, 3) e

C(8, 5) representados na figura do exemplo anterior estao alinhados:

(6+20+16)-(8+24+10)=42-42=0
8 24 610 20 16

Como o resultado é zero, entao os pontos estao alinhados.

Agora, acompanhe a aplicacdao desse dispositivo para trés pontos que, sabe-se
de antemao, nao estao alinhados: A(2, 2), B(4, 3) e P(5, 5).

6+20+10)-(8+15+10)=36-33=3=0

8 15 6 10 20 10

Veja que, nesse caso, o resultado é diferente de 0 (zero), portanto os pontos nao
estdao alinhados.
Ponto médio de um segmento

Sejam dois pontos A(X,, V.) € B(Xy, Vu). E possivel determinar as coordenadas do

ponto médio M(x,,, V) calculando as médias aritméticas das abscissas e das orde-

nadas: M(Xa J2r Xb Yat Yo )

2
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No exemplo da figura a seguir, veem-se as coordenadas dos pontos A e B:
A(3, 2) e B(9, 4).

© Sidnei Moura

Veja como ficaria o calculo: M<3 er 9,2+4 ) = M(lz, 6 ): M(6, 3).

2
ATIVIDADE Pontos

Dé as coordenadas dos pontos indicados no plano cartesiano.

yA S
=
T (]
o
5
wn
T P 5 ©
B
*-------- 3T
: 24
! 1
; Ll
-4 -3 2 -1 0 12 3. 4 X
A s
G GRtC LR +D
S — 21
C
-31

Sejam os pontos A(3, 4), B(-2, 3), C(2, 0), D(0, -3), E(—%, -5), F(-1, 1) e G(2, -2).

a) Indique quais sao os pontos do 3° quadrante.

b) Indique quais sdo os pontos que estdo sobre os eixos.
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c) Represente no mesmo plano cartesiano os pontos indicados.

»

A

© Sdnei Moura

i AN

\4

G a9 1234567 X

Indique se as afirmacoes a seguir sao verdadeiras (V) ou falsas (F).
a)| | O ponto A(3, 0) esta sobre o eixo das ordenadas.
b)| | O ponto B(0, -2) esta sobre o eixo das abscissas.
c) | | O ponto C(-5, 0) esté sobre o eixo das abscissas.

d)| | O ponto D(0, 12) esté sobre o eixo das ordenadas.

1 Determine as distancias entre os seguintes pontos:

a) P(4, 3) e Q(7, 3) c) P(-7,-5) e Q(5, 0)

b) P(4, 7) e Q(4, 3) d) P(4, -1) e Q(4, 1)
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Bl Calcule a distancia entre os pontos (0, 0) e (3, 4).

[d Sejam os pontos A(-3, 1) e B(4, 4). A distancia entre eles é:

a) 7 d) 49

b) V15 e) 16

c) V58

A distancia entre A(1, 3) e B(5, 6) é:
a)5 d) 20

b) 10 e) 25

c) 15

El O comprimento da circunferéncia de didmetro CD, sendo C(2, 1) e D(10, 7), é:

a) 5r d) 17n LEMBRE!

b) 105 e) 201 O comprlmer.lhto de ur,na circunferéncia
é 2nr, e seu diametro é 2r.

c) 20n

El Entre os pontos de cada item a seguir, verifique quais estdo alinhados:

a) (-1,-1), (1, 1) e (2, 5) c) (-2, 3), (=3, 2) e (0, 0)

b) (-2,-2), (1, 1) e (2, 2) d) (6, -9), (0, 0) e (-2, 3)

49
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Determine o valor de m para que os pontos (m, 2), (3, 1) e (0, 1) estejam alinhados.

Em cada caso, determine as coordenadas do ponto médio:

a) (2, 6) e (12, 20) b) (-3, 5) e (3, -5)

Sabendo que os pontos A(1, 1) e B(9, 7) sao extremidades do didmetro de uma cir-
cunferéncia, determine a coordenada do centro e a medida do raio dessa circunferéncia.

Em uma partida de futebol, a bola partiu do gol no ponto A, percorrendo um
caminho que passou pelos pontos identificados pelas coordenadas (3, 0), (1, 6),
(4, 4), (6,7), (1, 7),(1,8), (3,9), (5, 8), (7, 10), (2, 10), até o gol oposto, em B(4, 11), con-
forme indicado na figura a seguir.

(0,110)
<— Quadrado 10x 10

As medidas do campo de futebol oficial sdo 75 m x 110 m.
Considere entdo que a distancia do ponto (0, 0) ao ponto (1, 0)
equivalealOm.

0 . A (75,0)
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Suponha que a bola se desloque no espaco sempre em linha reta e responda:

a) Quantos metros a bola percorreu?

b) Sabendo que a bola levou 30 s para percorrer sua trajetoria, qual é a velocidade
média da bola do gol A até o gol B em m/s?

LEMBRE!

Para calcular a velocidade média, use
As

a féormula: V,, = Y

HORA DA CHECAGEM

Atividade 1 - Pontos
As coordenadas sao: A(3, 4); B(-2, 3); C(-2, -2); D<%» = %)
a) O ponto do 3° quadrante é E<— %’ —5)-

b) Os pontos que estao sobre os eixos sdao: C(2, 0) e D(0, —3).

w
© Sidnei Moura

-34D(0,-3)
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a) F O ponto A(3, 0) esta sobre o eixo das abscissas.

b) '[F O ponto B(0, -2) estd sobre o eixo das ordenadas.

yA g
)V 124D(0,12) é
114 =
d) 10+ @
ol
gl
21
ol
sl
Al
gl
ol
nl
=50 . ABGO
5 4 3 210 1 2 3 4 «x
-17T
_54B(0,-2)

E importante perceber que, se x = 0, 0 ponto esté sobre o eixo das ordenadas; se y = 0, 0 ponto esta
sobre o eixo das abscissas.

Para resolver esse exercicio, lembre que dpq = \/(xQ— xp)? + (Yo — ¥p)?

a)d=[(7-42+(3-3)? =32+0% =/9+0=,/9 =3

b)d=/4-472+(3-7)?% =40+ (-4 =,0+16 =16 =4

) d=(5-(-7)*+ (0~ (-5))* =(12)? + 52 = /144 + 25 = /169 =13

d)d=/4-4)7+(1-(-1)? =,0+22=,/0+4 =4 =2

Neste exercicio, é importante notar que, se dois pontos tém abscissas iguais, o segmento que eles
formam é paralelo ao eixo das ordenadas, e sua distancia é o valor em médulo da diferenca de suas
ordenadas.

Da mesma forma, se dois pontos tém ordenadas iguais, o segmento que eles formam é paralelo ao
eixo das abscissas e sua distdncia é o valor em médulo da diferenca de suas abscissas.

d=(3-0)+(4-0? =[32+42 =[9+16 = [25 =5

I3 Alternativa correta: c.

das=/d-(-3)2+(@4-12=72+3 = [49+9 =58
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Alternativa correta: a.

dap=4/(5-1°+(6-3)° =/42+3% =,[16+9 =25 =5

EJ Alternativa correta: b. Para saber a medida do comprimento de uma circunferéncia, é necessario
apenas determinar a medida de seu didmetro. Assim, calcula-se a distancia entre os pontos C e D:

dap = (10-2)*+ (7-1)? = |82+ 6% = |[64 + 36 = /100 =10
Portanto, o comprimento dessa circunferéncia é C =z - 10 = 10m.

a)

(-F145-2)-(-1+2-5=2+4=6%0
N3o estao alinhados.

b) | N 5

(-2+2-4)-(-2+2-4)=-4+4=0
Estao alinhados.

< | N 5

(-4-0+0)-(-9+0-0)=-4+9=520

N3ao estao alinhados.

12704

(O+0+18)-(0-0+18)=18-18=0

Estao alinhados.

(m—3+0)—(6+0—m)=(m—3)—(6—m)=m—3—6+m=2m—9=0=>m=%=4,5
Para que os pontos fiquem alinhados, o valor de m deve ser 4,5.

53

HORA DA CHECAGEM



54

HORA DA CHECAGEM

I UNIDADE 2

2+12 14 _. _6+20 26 _ N

a) Xy, = 5 _7_7, Ym=—>% _2_13 M(7, 13)
_=3+3_0 _. _5+(—5)_2_ .

R I [ Er s = M(0, 0)

Para encontrar as coordenadas do centro C(x, y), é preciso lembrar que o centro é o ponto
médio do didmetro; portanto:

1+9 10 .. _1+7 8 _
Xe= =g =5 = ye=—p =75 =%

Para calcular a medida do raio, basta calcular a distancia do centro C(5, 4) a qualquer ponto da
extremidade do diametro, por exemplo A(1, 1):

r=da=4(5-1)7+@4-1)? =4 +3% =,[16+9 =[25 =5

a) Uma calculadora pode ajuda-lo a calcular as raizes encontradas.

Primeiro, calculam-se as distancias dos segmentos, saindo do ponto A e chegando ao ponto B. Para
tanto, é preciso atribuir letras para cada ponto dado: A(3, 0), C(1, 6), D(4, 4), E(6, 7), F(1, 7), G(1, 8),
H(3,9), I(5, 8), J(7, 10), K(2, 10) e B(4, 11). Em seguida, calcular as distancias:

dACr dCDr dDEr dEF) dFG: dGH’ d-HI) dU: dJK S dKB'

Assim:

dep=(4-1)*+(4-6)7 =32+ (-2’ =9+4 =/13 =360
dpr = (6 -4+ (7-4)? =\[22+3% = J4+9 = [13 = 3,60

)? =52 +0% =25+ 0 =25 =5
dro={(1-1*+(8-7? =02+ 12 = 0+1 =,[1 =1
dGH=\/(3—1)2+(9—8)2=\/22+12=\/4+1=\/5—52,24
dyr = /(5 - 3)? =2+ (12 =fa+1 =5 =224
dy=+(7-52+(10-8) =22 +2% = J4+4 =8 =283
i =(2-7)*+(10-10)% = /(=52 + 0? =25+ 0 = /25 =5
dys =(4-2)%+(11-10)> = /22 + 12 = J4+1 =5 =224

Depois, somam-se as distancias que a bola percorreu em cada trecho, sem esquecer de multiplicar
o resultado por 10 (escala do grafico).

Distancia = (6,32 + 3,60 + 3,60 + 5+ 1 + 2,24 + 2,24 + 2,83 + 5 + 2,24) - 10 = 34,07 = 34,07 - 10 = 340,7 m.

Q.
[az]
s
|
<
—~
=
|
&
N
+
N
|
~N

A distancia aproximada percorrida pela bola é 340,7 m.

As  340,7
B)Vm =3¢ =30

A velocidade média da bola no percurso foi de 11,4 m/s.

=11,4 m/s
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TEMA 2 Aequacdodareta

Neste tema, vocé vai ver como tragar uma reta por meio da determinacao de
dois de seus pontos no plano cartesiano.

‘? O QUE VOCE JA SABE?

Vocé ja percebeu que os trilhos do metrd e do trem sao formados por retas, que
mantém a mesma distancia uma da outra em todo o seu percurso? E que, no mapa
do metrd, algumas linhas se cruzam em determinados pontos?

O estudodareta

Equacdo geral dareta

Imagine um ponto P mével que esteja sempre alinhado a dois pontos fixos, A e B.
Nessas condicgoes, esse ponto P pode ocupar infinitas posicoes, e esses infinitos
pontos alinhados aos pontos A e B determinam uma reta.

y

© Sidnei Moura

Considerando o que vocé ja sabe sobre o alinhamento de pontos:

(Xa Yo+ Xp Y +X-Ya) = (Xp Yo+ X Yo+ X2+ y) =0

Mas essa expressao, com todos os seus indices e letras, ndo ajudard a com-
preender o que sera tratado a partir daqui. Existe outra forma que auxilia a melhor
entender as condi¢des que um ponto P(x, y) deve satisfazer para estar alinhado a
outros dois, os pontos A e B.



UNIDADE 2 I I

Considere dois pontos, A(2, 2) e B(6, 4) e substitua os valores das coordenadas
desses dois pontos no dispositivo pratico:

2 6 X 2

4 y
(2-4+6y+2x)-(6-2+4x+2y)=0

B8+6y+2x)-(12+4x+2y)=0
Eliminando os parénteses e agrupando os termos semelhantes:
8-12+2Xx-4xX+6y-2y=0=-2Xx+4y-4=0

Para ficar mais elegante, pode-se multiplicar tudo por -1 e obter a equacao
2x — 4y + 4 = 0. Dividindo os dois membros por 2, obtém-se:

X-2y+2=0
que é a equacgao geral da reta que passa pelos pontos A(2, 2) e B(6, 4).

Qualquer ponto (%, y) alinhado aos pontos A e B deve satisfazer a essa equacao.

Exploracdes daequacdodaretax-2y+2=0

« No grafico apresentado, o ponto (0, 1) do eixo das ordenadas parece estar ali-
nhado aos pontos A e B. Substituindo-se na equacao para verificar:

X-2y+2=0
0-2-(1)+2=0-2+2=0

Portanto, pode-se dizer que o ponto (0, 1) pertence a reta r determinada pelos
pontos A e B.

« O grafico sugere que o ponto (1, 0) do eixo das abscissas nao pertence a reta.
Para conferir sua veracidade substituem-se os valores numéricos do par ordenado

na equacao:
X-2y+2=0
(1)-2-(0)+2=1-0+2=3%0

Assim, pode-se concluir que o ponto (1, 0) ndo pertence a reta r, ou seja, nao esta
alinhado aos pontos A e B.
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« Descobrir qual é o valor da ordenada do ponto (8, y) para que ele pertenca a reta r.
Qualquer ponto da reta r deve satisfazer a equagao x -2y + 2 =0.

Substituindo (8, y) na equacao, tem-se:

X-2y+2=0

B)-2-(y)+2=8-2y+2=0=-2y+10=0

Resolvendo a equagao: 2y =10=y =5

O ponto (8, 5) estd alinhado aos pontos A(2, 2) e B(6, 4).

» Determinar o ponto do eixo das abscissas pertencente a reta que contém os pon-
tos A e B.

Um ponto do eixo das abscissas é do tipo (x, 0).
Substituindo na equacgao, tem-se:

X-2y+2=0

x-2-(00+2=0=x-0+2=0=>x=-2

O ponto (-2, 0) pertence a reta que passa pelos pontos A e B.

Resumindo: O conjunto de todos os pontos do plano cartesiano alinhados a dois
pontos fixos define uma reta.

Toda equacao do tipo ax + by + ¢ = 0, com a, b e ¢ pertencentes aos nimeros reais,
é chamada equacédo geral da reta.
Equacdo reduzida dareta

Uma Unica reta no plano cartesiano pode ser representada de varias maneiras,
pois sempre é possivel fazer alguma manipulacao algébrica para produzir equa-
coes equivalentes.

Veja o exemplo da equacao 2x -4y +4 =0

Sao possiveis as seguintes transformacgoes:

Trocar as posicoes dos termos da equagao 4+2x-4y=0
Somar 10 aos dois membros 14 + 2x -4y =10
Subtrair 7 dos dois membros 7+2x-4y=3
Multiplicar tudo por 5 35 + 10x - 20y = 15
Dividir tudo por 10 35+x-2y=1,5
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Qualquer uma dessas equacgoes representa a mesma reta que passa pelos pon-
tos A(2, 2) e B(6, 4). Para conferir, substituem-se os valores dos pares ordenados, e
assim verifica-se que a igualdade é verdadeira em todos os casos.

Dada uma equacao geral do tipoax+by+c=0coma,bec&Reb =0, pode-se
1solar o y e dividir os dois membros por b para obter uma equagao equivalente:

ax+by+c=0=by= —ax—c:y:—%x+<—%>

Como - % e - % sao numeros reais, chamando - % deme - % de n, pode-se

reescrever a equacgao, que fica y = mx + n, chamada de forma reduzida da equacgao
da reta.

Seja a equacao -6x + 3y + 9 = 0. Isolando a variavel y, obtém-se 3y = 6x — 9. Divi-

dindo tudo por 3, tem-se y = 5% 9 _ox-3.

3 3
As equacgodes -6x + 3y + 9 = 0 e y = 2x — 3 sao equivalentes e representam a
mesma reta; a primeira estd na forma de equacao geral da reta, e a segunda, na
forma reduzida.

Retome a equacao da reta 2x — 4y + 4 = 0 que passa pelos pontos A(2, 2) e B(6, 4):
2x — 4y + 4 = 0 isolando o termo em y no primeiro membro, fica...

-4y = -2x -4 multiplicando tudo por -1, tem-se...

4y =2x + 4 dividindo tudo por 4, tem-se...

2—X+i=lx+1

Y= 1773

A equagaoy= % x + 1 é chamada equacdo reduzida da reta; o coeficiente % da

variavel x é chamado coeficiente angular da reta; e o coeficiente independente 1 é
chamado coeficiente linear.

A equacgao de uma reta na forma reduzida é do tipo:

y=mx+n

Observe que essa forma se assemelha a expressao de uma fungao de 1° grau.
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m é o coeficiente angular da reta e determina a inclina-
¢ao da reta em relacdo ao eixo das abscissas; m é o valor
numeérico da tangente do angulo que a reta faz com o
eixo das abscissas.

© Sidnei Moura

(0, 5)

tga=m

n é o coeficiente linear da reta se x = 0, entdo

y=m-0+n —y=n,ou seja, o ponto (0, n) pertence a
reta, o que significa que n é o ponto de interseccao da e 7 S

reta com o eixo das ordenadas. -1

E muito 1til saber o papel dos coeficientes da equacdo na forma reduzida, para
saber mais sobre a reta que estd sendo representada.

Comparando os coeficientes angulares de duas equacodes de retas, pode-se
saber suas posicoes relativas. Conhecendo o coeficiente linear de uma equacgao de
reta, pode-se determinar a intersecc¢ao dessa reta com o eixo das ordenadas.

Para compreender melhor, considere as equagoes das retasr, s e t:
rr 2x-y+5=0

S: -Xx-y+5=0

t: 6x-3y-12=0

E possivel reescrever essas equacgdes na forma reduzida e tirar conclusées sobre
suas posi¢des no plano cartesiano. Para tanto, em cada caso, isola-se y no primeiro
membro:

e 2X-y+5=0=-y=-2x-5

Multiplicando os dois membros por -1, tem-se:
y=2x+5

e—X-y+5=0=>-y=x-5

Multiplicando os dois membros por -1, tem-se:
y=-X+5

«6X-3y-12=0=-3y=-6x+12

Dividindo os dois membros por -3, tem-se:

y=2x-4
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Agora, observe a analise dos coeficientes das trés retas:

Coeficientes
Reta Forma reduzida Angular Linear
r y=2x+5 m=2 n=>5
S y=-X+5 m=-1 n=>5
t y=2x-4 m=2 n=-4

Observe que os coeficientes angulares das retas r e t sao iguais (m = 2). Isso sig-
nifica que as duas retas tém a mesma inclinacao em relacao ao eixo das abscissas,
ou seja, as retas r e t sao paralelas.

Como o coeficiente angular da reta s é diferente dos coeficientes angulares de
r e t, pode-se concluir que as retas r e s se interceptam (sao concorrentes), assim

como as retasset.

As retas r e s tém o mesmo coeficiente linear, ou seja, interceptam o eixo das
ordenadas no mesmo ponto n = 5; a reta t intercepta o eixo das ordenadas no
ponto n = -4.

Veja como ficariam as retas r, s e t no plano cartesiano:

© Sidnei Moura

-5 -4 -3/ -2 -1 0
—14

’ \
SR AsSISTA

Matematica — Volume 3
Geometria analitica

Esse video relembra o plano cartesiano para, a seguir, explorar situagoes em que esse conhe-
cimento é usado para localizacdo. Também apresenta uma possibilidade de uso da Geometria
Analitica partindo de um exemplo simples de funcéo de 1° grau.
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Determine a equacao da reta que passa pelos pontos:

a) A0, 0) e B(2, 3) b) C(=1, 2) e D(3, 4)

Determine a equacgao da reta que passa pelos pontos (3, 0) e (0, 4) na forma geral
e reduzida.

Determine os coeficientes angulares e lineares de cada uma das retas cujas
equacoes sao:

a)2x+3y+6=0 b)-3x+5y-15=0

1 Encontre a equacdo reduzida da reta que passa pelos pontos:

a) (1,2) e (2,5)

b) (1, 2) e (2, 4)

c) (2,2)e(5,5)
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Bl Analise as equacoes [, II, III e IV. Depois, assinale a alternativa correta.
x-y+3=0

II)2x-2y+5=0

M) y = %x +3

IV)-4x+2y-8=0

a) As retas I e Il sao paralelas.

b) As retas I, Il e IV tém coeficientes lineares iguais.

c) As retasIe Il sdo paralelas com o mesmo coeficiente linear.

d) As retas II e IIl sdo concorrentes, pois seus coeficientes lineares sao diferentes.

e) As retas I e Il sdo paralelas, independentemente do valor do coeficiente linear de
ambas.

I3 Quais das retas abaixo interceptam o eixo das ordenadas no pontoy = 7?

a)x+y+7=0
b)x-y+7=0
c)x+y-7=0
dy-x+7=0
e) y=7x

Qual das retas abaixo intercepta o eixo das ordenadas no ponto y = -2?
a)2x+y+4=0

b)-2x-y+2=0

C)x+y+2=0
d)3x-y+6=0
e) y=2x

El Ha uma regra que permite saber se duas retas sdo perpendiculares, isto é, se
formam um angulo reto: basta multiplicar seus coeficientes angulares e verificar
se o resultado é -1.



64

I I UNIDADE 2

Se duas retas, r e s, sao perpendiculares, entdo m, - my=-1

Determine quais entre as retas a seguir sao perpendiculares:
rr2x+y+1=0 t:x-4y+4=0

S:X+2y+6=0 uy=2x+3

El Sdo dadas duas retas, r e s, cujas equagoes sio:
r:2x+3y+6=0 S:-3x+2y-6=0
a) Verifique se essas retas se interceptam ou se elas sao paralelas.

DICA!

Resolva o sistema formado
pelas duas equacgoes.

b) No caso de se interceptarem, encontre o ponto de interseccao entre as duas
retas.

Qual, entre as retas abaixo, contém o ponto P(2, -3)?

a)2x+3y+6=0 b)5x+4y+2=0
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Determine a equacao da reta que intercepta o eixo das abscissas no ponto
x =5 e 0 eixo das ordenadas no pontoy = 2.

HORA DA CHECAGEM

Atividade 1 - Retas

a)
O+2y+0)-(0+3x+0)=0

2y - 3x =0 — equacao geral da reta

b)
‘-; j i :1
(-4+3y+2x)-(6+4x-y)=0—>-4+3y+2x-6-4x +y=0

-2x + 4y - 10 = 0 ou, dividindo ambos os membros por -2, x - 2y + 5 = 0 — equacgao geral da reta

(12+0y+0x)-(0+4x+3y)=0=>12-3y-4x=0

-4x -3y + 12 =0 — equacgao geral da reta

(4x - 12)
e

y=- 4TX + 4 — equacao reduzida da reta
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Para resolver este exercicio, encontram-se as equacdes reduzidas de cada item e, em seguida,
verificam-se os coeficientes angular e linear.

a)2x+3y+6=0:y=@:>y:—%x—2:m: —% 300 = =7
b)—3x+5y—15=O:y=@:y=%x+3zm=?e n=3

2350

(5+2y+2x)-(4+5x+y)=0=>5+2y+2x-4-5x-y=0=2-3x+y+1=0

y = 3x - 1 — equacdo reduzida da reta

B

4+2y+2x)-(4+4x+y)=0>4+2y+2x-4-4x-y=0=2y-2x=0

y = 2x — equacao reduzida da reta

5504

(10 +5y +2x)- (10 +5x +2y) =0=> 10+ 5y + 2x - 10-5x -2y =0=>-3x + 3y =0

y = 3?}{ =y =X — equacao reduzida da reta

Alternativa correta: e. As retas I e Il sdo paralelas, pois a equacgao reduzidadel éy =x + 3,

~ . a 5 .. ~ . .
a equacao reduzidadell éy=x + - e seus coeficientes angulares sao iguais (m; = m,).

ﬂ Alternativas corretas: b e c. Para interceptar o eixo das ordenadas, o valor de x deve ser 0. Logo:

* a equacgao do item b satisfaz a condicidodex-y+7=0=0-y+7=0=>-y=-7=y=7,
» a equacgao do item c satisfaz a condiciodex +y-7=0=0+y-7=0=y=7.
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Alternativa correta: c. Para interceptar o eixo das ordenadas, o valor de x deve ser 0. Logo,
a equacao do item c satisfaz a condicaodex+y+2=0=0+y+2=0=y=-2.

EJ Encontrando as equacoes reduzidas der, s e t, tem-se:

ry=-2x-1
s:y=—%x—3
t:y=%x+1

A equacao u: y = 2x + 3 ja se encontra na forma reduzida. Substituindo seus coeficientes angulares
na relacao m, - m, = -1, obtém-se que as retas perpendiculares sdo s e u.

ms-mu=><—l>-(2)=—1.

2
- . 2
a) Encontrando as equacoes reduzidas der e s, tem-se r: y = - 3 X~ 3es:y=
que nao sao paralelas, pois m, # m,.

% X + 3. Conclui-se

Porém, m, - mg = <— %) : (%) =-1; logo, elas sdo perpendiculares.

b) Para ver qual é o ponto de intersecgdo, deve-se resolver o sistema:

2x+3y+6=0 (-3) = 6x +9y +18=0
-3x+2y-6=0 (-2 = -6x+4y-12=0
Somando-se as duas equagoes, tem-se 13y + 6 =0 =y = —1—63
Substituindo em uma das equagoes y = — % , Obtém-se:
2X+3y+6=022%x+3-[-2)+6-0226x-18+78=0>26x=-602x=-2 5x=_390
13 26 13
. - 30 6
Pl-—,—— ).
O ponto de intersecgao é < 13 13)

Para resolver essa questao, basta substituir os valores numeéricos das coordenadas do ponto P
nas equacgoes e verificar se a igualdade é mantida.

a)2-(2)+3:(-3)+6=0—-4-9+6=1=0
Nao pertence.
b)5-(2)+4 -(-3)+2=0—-10-12+2=0

Pertence.
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O ponto de intersec¢ao com o eixo das abscissas € (5, 0) e com o eixo das ordenadas é (0, 2).

A equacdo da reta é:

B

(10+0+0)-(0+2x+5y)=0=10-2x-5y=0
Forma geral: 2x + 5y -10=0

Forma reduzida: 5y =-2x+ 10 =y = - % X+2

\fj Registro de duvidas e comentarios




A equacdo da circunferéncia TEMA 3

Neste tema, vocé vai perceber que é possivel representar uma circunferéncia
também por meio de equacgoes, utilizando o plano cartesiano.

7 O QUE VOCE JA SABE?

Vocé ja reparou que o simbolo das Olimpiadas é formado pela uniao de cinco
circunferéncias? E que muitos logotipos sao circulares?

As embalagens e pecas publicitarias sao desenhadas por meio de programas de
computador. Vocé imagina como isso é feito? Esses programas interpretam equa-
¢Oes da circunferéncia.

\
W

\g# Circunferéncia

O conjunto de todos os pontos equidistantes de um ponto fixo de coordenadas
(a, b) a uma distancia r é uma circunferéncia com centro em C(a, b) e raio r.

g A
_g y
:
vl P (x,y)
y—b{ 1
b,,
0 s s x
—

Um ponto P(x, y), nessas condigdes, satisfaz a relagao obtida do teorema de
Pitagoras:

(x-a)’+(y-Db) =1’
Essa é a equagao da circunferéncia de centro em C(a, b) e raio r.

Para saber, por exemplo, qual é a equacao da circunferéncia de centro no
ponto (6, 5) e raio r = 3, basta substituir na equagao:

(x-6)*+(y-5?%=9
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Uma vez conhecida a equacao da circunferéncia, pode-se saber se um ponto
qualquer pertence a circunferéncia (se esta sobre seu contorno) ou se esta no inte-
rior ou no exterior dela. Para isso, valem as seguintes relacgoes.

Seja um ponto P(x, y) e uma circunferéncia de centro C(a, b) e raio r, se:

« dp. > r — P € externo a circunferéncia;
- dpc =1 — P pertence a circunferéncia;
« dpc < — P € interno a circunferéncia.

Outro modo mais pratico para saber se determinado ponto é interior, exterior
ou se pertence a circunferéncia é substituir suas coordenadas na equacao e verifi-
car se o resultado é igual, maior ou menor que r%

No exemplo da equagao apresentada anteriormente, pode-se dizer com certeza
qual é a posicao relativa dos pontos (6, 3), (2, 2) e (6, 2). Para isso, basta substituir os
pontos na equacéo (x - 6)% + (y — 5)? = 9 e verificar o resultado.

Testando os pontos:
«(6,3) = (6-6)+(3-5?=0+(-2)>=0+4<9
(6, 3) é interior a circunferéncia.
©(2,2) > (2-6)+(2-5)*=(-4)*+ (-3)°=16+9=25>9
(2, 2) é exterior a circunferéncia.
<(6,2) > (6-6)2+(2-52=02+(-32=0+9=9

(6, 2) pertence ao contorno da circunferéncia.

ATIVIDADE Equacdo da circunferéncia

Determine a equacao da circunferéncia em que sdo dadas as coordenadas do
centro e a medida do raio:

a) C(0,0),r=5

b) C(2,3), =1
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c) C(3,-4),r=5

d) C(0,4),r=4

e) C(3,0),r=3

f) C(-1,-2),r=7

Sao dadas as equacgoes de quatro circunferéncias.
Dx+1)>*+(y-1)72=1

) (x-1)72%+(y-1)>%=1

) (x + 1)+ (y+ 1)*=1

V) (x -1+ (y+1)?°=1

a) Determine em que quadrante estd o centro de cada circunferéncia.

D)
11)

111)

IV)

b) Determine o valor do raio de cada uma das circunferéncias.

D)
11)

111)

IV)
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Qual das circunferéncias abaixo contém os pontos (0, 0), (0, 2) e (2, 0)?

a) (x - 1)%+ (y + 1)> = 2
b) (x - )2 + (y - )2 =2
0 (x-1)7+(y-17=1
d) (x-1)2+(y+1)?2=1
) (x+1)2+(y+1)2=1

1 A equacao da circunferéncia de didmetro AB, dados A(-1, 5) e B(3, 3), é:

a)x?+y*=5

b) (x - 1+ (y - 4)° = 5
c) (x-1)2+(y-4)?*=3
d) (x+1)*+(y-4)?=5

) (x-1)2+(y+4)?=3
. PENSE

Qg soBREIII

Localizagao com GPS

Vivemos em uma era de grandes avanc¢os nas comunicacoes e com grande desen-
volvimento da tecnologia, em especial da informatica, que parece nao ter limites.

Nos ultimos anos, nos acostumamos com aparelhos de celular de ultima geracao,
automoveis que usam aparelhos de localizacdo por meio do GPS (sigla em inglés
para Sistema Global de Posicionamento) e softwares que possibilitam ver tanto o
telhado de nossa casa quanto uma praca no centro de Portugal.
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Uma das novidades desses novos tempos é que, no momento em que alguém
faz uma chamada por celular, a companhia de telefonia tem a localizagao exata
daquele aparelho.

Isso tem sido usado das mais variadas maneiras, e tem seus prés e contras.
Alguns, por exemplo, gostam de postar fotos que indicam onde estao, para que
os amigos possam saber e, se for o caso, encontra-los mais tarde. A localizagao de
alguém por meio dessas tecnologias também permite aos érgaos de seguranca des-
vendar crimes, desde que os dados sejam acessados por intermédio de autorizagao
judicial. Por outro lado, alguns questionam o perigo da invasao de privacidade.

Vocé deve estar se perguntando: O que isso tem a ver com o que estou estu-
dando? O fato é que a possibilidade da localizacao por meio de GPS e outras tecno-
logias se faz por meio de coordenadas e equagoes matematicas - trata-se de uma
aplicacdao da Geometria Analitica, além de outras ferramentas matematicas.

Os aparelhos celulares emitem sinais captados pelos sensores das torres de
telefonia, que, conectadas a centrais de computadores, conseguem determinar a
direcdo e a intensidade dos sinais, tornando possivel localizar o aparelho por meio
de suas coordenadas. Observe a figura a seguir: o processo de localizagao ocorre
quando ha interseccao de duas circunferéncias.

© Sidnei Moura

HORA DA CHECAGEM

Atividade 1 - Equacao da circunferéncia

a) (x-0)2+ (y-0)?=5>—=x*+y’ =25
B) (k=22 + (y- 37 = 12— (x—- 27 + (y - 32 = 1

(g)
~
—

i

|

W
~

+

24 (y-(-4)=5"—>(x-3)°+(y+4)°=25
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d)(x-02+(y-4)?=4>—>x*+(y-4)?=16

, . . IMPORTANTE!
€) (x=3)+ (-0 =3~ (x-3)+y = Cada uma dessas equacoes de circun-
f) x-(-1)2+ (¥ (-2))2 =72 —> (x + 1)2 + (y + 2)2 = 49 feréncia pode ser desenvolvida pelo

produto notavel

A equacao da circunferéncia do item c, por exem- (@zb)?=a2+2-a-b+b?
plo, teria o seguinte desenvolvimento:

(x-3)*+(y+4)*=25

(x?-6x+9) + (y* + 8y + 16) = 25

X +y’-6x+8y+9+16-25=0

X2 +y>-6x+8y=0

a)

x+1)7?+(y-1)°=1

O centro (- 1, 1) estd no 2° quadrante.
) (x-12+(y-1>%=1

O centro (1, 1) estd no 1° quadrante.
) (x + 1)*+ (y+1)%=1

O centro (-1, — 1) estd no 3° quadrante.
V) (x -1+ (y+1)*=1

O centro (1, — 1) estd no 4° quadrante.

b)
I)Raior =1.
II) Raior = 1.

III) Raior = 1.
IV) Raior = 1.
Alternativa correta: b. Para resolver essa questao, a coordenada de cada ponto tem que satisfa-

zer as equacgoes. O mais facil e rdpido é testar o ponto (0, 0) nas cinco equagoes e eliminar aquelas
que ndo o contém e, a seguir, testar os demais pontos nas equacdes que restarem.

a)(0-12+(0+1)?%=(-1)2+12=1+1=2

B) (0—1)2+ (0 -1)2= (- )2 + (12 =1+1=2
Q) (O-12+(0-1)2=(-12+(1)P=1+1=2%1
d)(0-12+(0+1)>%=(-1)2+1°=1+1=2=1
€e)(0+1)?+(0+1)2=12+1?=1+1=2=1
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O ponto (0, 0) pertence somente as circunferéncias das equagdes dos itens a e b. E preciso, entéo,
verificar se os pontos (0, 2) e (2, 0) satisfazem essas equacgodes. Testando o ponto (0, 2):

a)(0-12+(2+1)2=(-1)2+3?=1+9=10%2

O ponto (0, 2) ndo pertence a equacgao do item a.
b)(0-10+(2-12=(-1)2+(1)*’=1+1=2

O ponto (0, 2) pertence a equacgao do item b.

Testando se o ponto (2, 0) pertence a circunferéncia do item b:
2-12+(0-1)2=(1)2+(-1)2=1+1=2

A tnica circunferéncia que contém os pontos (0, 0), (0, 2) e (2, 0) é a circunferéncia cuja equagao
estd no item b.

3 Alternativa correta: b. Para resolver essa questdo, determinam-se as coordenadas do centro
que coincidem com o ponto médio do didmetro. Em seguida, calcula-se a medida do raio.

Para encontrar as coordenadas do centro C(x, y), é preciso lembrar que o centro é o ponto médio do
didmetro de extremidades (-1, 5) e (3, 3), portanto:

sz =—=1;ym=

Coordenadas do centro C(1, 4).

Para determinar a medida do raio, basta calcular a distancia do centro C(1, 4) a qualquer um dos
dois pontos da extremidade do didmetro:

r=dpc=y3-12+(3-47 =/2+ (17 = f4+1 =[5

(x=1)2+ (y-4) = (5 )2
(x-1)2+(y-4)*=5

\f/\ Registro de duvidas e comentarios
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COMBINATORIA

TEMAS

1. Problemas de combinatodria
2. Permutacdes
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3. Arranjos e combinacdes

Introducdo

A Matemadtica é uma ciéncia que apresenta uma variedade de subareas, como a
Aritmética, a Geometria, a Estatistica e a Algebra, entre outras. Ha um ramo parti-
cular da Matematica que deve ser estudado porque desenvolve um tipo especial de
raciocinio e ajuda na resolucao de um conjunto de problemas praticos: é a combi-
natéria. E esse assunto que vocé estudaréd nesta Unidade.

No seu dia a dia, é provavel que ja tenha se deparado com ao menos um pro-
blema de natureza combinatéria, por exemplo, o uso de senhas.

Qualquer pessoa que tenha conta em um banco precisa memorizar uma senha
para poder acessar a conta. Ela é uma espécie de chave que protege os dados e o
dinheiro. Ha senhas de variados tipos: curtas, longas, com numeros ou letras, ou
ainda had uma combinacao de letras e nimeros, também chamada alfanumérica.

Problemas de combinatéria TEMA 1

Vocé ja teve contato com uma variedade de problemas combinatérios, mesmo
sem ter se dado conta. E possivel até que tenha resolvido alguns desses problemas
usando a intuicao, o raciocinio légico e o que vocé conhece sobre as operagoes
basicas.

Neste tema, vocé aprofundara esse conhecimento e aprendera a combinatoria,
uma importante ferramenta da Matematica para o calculo de probabilidades.

7 O QUE VOCE JA SABE?

Vocé deve conhecer pessoas que fazem seguro de carro ou que jogam na lote-
ria, nao é? Vocé tem ideia de como se define o preco do seguro de um veiculo ou
quais sao as chances de alguém ser sorteado na loteria?

Ve

MATEMATICA
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Introducdo a combinatdria

Observe a analise de uma senha simples, daquelas de cadeados de bicicleta.

© Amnach Kinchokawat/123RF

De acordo com esse sistema, uma senha é um numero que vai de 000 a 999,
portanto, para abrir o cadeado, pode-se acertar a senha na primeira tentativa
ou ficar tentando até a Ultima combinacao; nesse caso, seriam necessarias
1.000 tentativas.

Veja como o raciocinio combinatério ajuda a determinar o total de combina-
coes possiveis.

Para a 12 posicao sao possiveis 10 digitos (de 0 a 9).

10

Para a 22 posicao também sao possiveis 10 digitos.

10 10

E, para a 32 e Ultima posicao, sao possiveis 10 digitos.

10 10 10

O total de combinacdes possiveis é 10 - 10 - 10 = 1.000.

Imagine agora um cadeado em que o disco de possibilidades comporta as
26 letras do alfabeto.

XYZABCDH

DEFGHIJKD
QRS TUVWY

O numero de combinacodes possiveis de um cadeado desse tipo é muito grande.
Acompanhe o célculo.

-

© Daniel Beneventi
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Como sao 26 as letras do alfabeto, para acertar a letra de cada disco ha 26 pos-
sibilidades. Combinando os trés discos, tem-se:

26 | 26 | 26

~1

Possibilidades em cada disco

O total de combinacdes possiveis é 26 - 26 - 26 = 17.576.

O raciocinio utilizado para determinar o total de combinacdes em um cadeado
é semelhante ao que se emprega na resolucdo de outros problemas de natureza
combinatdria. Veja alguns exemplos.

Exemplo 1. Em determinada lanchonete, é possivel montar sanduiches escolhendo
entre 4 tipos de pao e 5 tipos de recheio. Para determinar todas as possibilidades
de sanduiches, raciocina-se do seguinte modo:

4 - 15
Tipos de pao Tipos de recheio

Total de combinacoes: 4 - 5 = 20.

Exemplo 2. Numa competicao, 3 atletas disputam os 3 primeiros lugares do pddio.
Quantos sao os resultados possiveis?

Imagine que os atletas sao A, B e C. Nesse caso, sdo 6 os resultados possiveis:

Nl0|lwm | @m|>|>
W >0/ > | 0|

> > 0w |0

Para chegar a esse resultado por meio do céalculo, raciocina-se do seguinte modo:
os 3 atletas, A, B e C, tém chances de chegar em 1° lugar. Suponha que B chegue

primeiro:
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Agora ha apenas 2 possibilidades para o 2° lugar; suponha que A chegue em seguida.

B | A

Como so resta um atleta para a ultima posicao, que € C, o nimero de possibilida-
des é 1.

B|A|C

O numero total de combinacoes de chegada para os 3 atletas as 3 primeiras
posicoes é:
3-2-1=6

Oresultado| B | A | C |€éum entre os 6 possiveis.

Exemplo 3. Nas Copas do Mundo de futebol masculino, 32 equipes sao distribuidas
em 8 grupos com 4 equipes em cada um. Nos grupos, as selecoes jogam entre si.
Vocé sabe quantos jogos sao realizados em cada grupo?

Nesse caso, nao sera feita a combinacgao listando-se os jogos. Para o calculo de
quantos jogos devem ser realizados, serd utilizado o raciocinio combinatério.
Acompanhe:

+ Sa0 4 equipes;

- cada equipe joga com todas as outras do mesmo grupo;

- portanto, cada equipe faz 3 jogos, pois uma equipe nao joga com ela mesma;
- 0 total de jogos entdo seria 4 - 3;

.mas um jogo do tipo “equipe A x equipe B” é o mesmo jogo do tipo
“equipe B x equipe A”. Logo, no célculo anterior, cada jogo estd sendo contado
duas vezes;

- para corrigir isso, divide-se o resultado 4 - 3 por 2;

- total de jogos: T = 4-3_12 ¢
2 2
Exemplo 4. Numa empresa, os funciondarios organizaram um bolao, do tipo loteria

esportiva, em que os apostadores devem tentar acertar o resultado de 5 jogos.

Veja um modelo de cartela com um resultado marcado.

Loteria esportiva

© Daniel Beneventi
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Jogar na coluna 1 significa apostar na vitéria do time da casa; jogar na coluna do
meio (x) significa apostar no empate entre as duas equipes; e marcar a coluna 2
significa apostar na vitéria do time visitante (e derrota do time da casa).

H3 3 resultados possiveis para o jogo 1 (coluna 1, do meio ou 2); 3 para o jogo 2;
3 para o jogo 3; 3 para o jogo 4; e 3 para o jogo 5.

O total de combinacoes possiveis, por exemplo, para os dois primeiros jogos é:

Loteria esportiva Loteria esportiva Loteria esportiva

= 1 x| 2
il JOGO 1 (][]
: JOGO 2 (]| ]

= NN
el JOGO 1 (][]
: JOGO 2 L 1| .

= RN
il  JOGO 1 |
: JOGO 2 |

© Daniel Beneventi

Loteria esportiva

I

-

-

i JOGO 1
ml e
|

Loteria esportiva

|

-

-

4 Joco1 [N
ml e

|

Loteria esportiva

I

-

-

il J0GO 1
-
[ |

JOGO 2 JOGO 2 C ] | ] JOGO 2

Loteria esportiva
- 1
= JOGO 1 ]
: JOGO 2 (]| ]

Loteria esportiva

I

-

-

JoGo 1

| “OGOT
-

Loteria esportiva

I

-

-

| J0GO 1

| “OGOT
-

JOGO 2 JOGO 2

3 - 3 =9resultados diferentes
Como sao 5 jogos, o numero de combinagoes possiveis é:

3.3.3.3.3=13"=243 resultados diferentes.

Exemplo 5. Quantos numeros de 3 algarismos é possivel formar com os niumeros
0,1,2,3e4?

Os numeros que se podem formar sao da ordem das centenas, portanto devem ser
numeros maiores que 99 e menores que 1.000. Isso quer dizer que o nimero nao
pode comecar por O (zero), pois nesse caso o numero nao seria de 3 digitos. Por
exemplo, um nimero como 072 é menor que 99.

Assim, usando o raciocinio combinatério, sdo apenas 4 as possibilidades para
preencher o algarismo das centenas, com os digitos 1, 2, 3 e 4. Para a casa das
dezenas e das unidades, pode-se escolher qualquer digito, inclusive o 0 (zero). O
total de combinacoes possiveis é:

4 |- 5|5

Total: 100 combinacoes.

81
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Exemplo 6. Quantos sao os numeros pares de 3 digitos que se podem formar com
os numeros de 1 a 6?

Este problema é semelhante ao do exemplo 5, mas a restri¢ao estd na casa das uni-
dades, que sé pode ter os algarismos 2, 4 ou 6. Portanto, pode-se fazer a combina-
cao raciocinando de tras para frente, comecando pela casa das unidades, que tem
3 possibilidades de preenchimento, enquanto as casas das dezenas e das centenas
tém 6 possibilidades cada.

O total de combinacdes possiveis é 108.

Exemplo 7. As bandeiras de determinados paises, como a da Italia e a da Alema-
nha, sdao formadas por listras verticais ou horizontais.

© Daniel Beneventi

Um time de futebol resolveu criar uma bandeira com 4 listras horizontais de
mesma espessura nas cores vermelha, amarela e verde. Quantas bandeiras dife-
rentes podem ser criadas com essa regra?

12 listra

22 listra

32 listra

42 listra

Ha 3 possibilidades de escolha para a cor da primeira listra, mas s6 ha 2 possi-
bilidades de cor para a 22 listra, pois, ao se repetir a cor da 12 listra, havera uma
Unica listra grossa, e as bandeiras tém que ter 4 listras de mesma espessura. Do
mesmo modo, a cor da 32 listra nao pode repetir a cor da 22 listra, e a 42 listra nao
pode ser da mesma cor da 32. Logo, para determinar todas as possibilidades, basta
multiplicar:

3112 -2 || 2 |=24

Com essas regras, € possivel construir 24 bandeiras diferentes.
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P AssIsTA!

Matematica — Volume 3
Andlise combinatéria

Nesse video, mostra-se a aplicacdao da andlise combinatéria em situacoes do dia a dia, como a
combinacao de pecas de roupas no momento de fazer as malas para uma viagem.

Principio fundamental da contagem

O raciocinio utilizado em todos os problemas propostos até aqui utiliza o que se
chama de principio fundamental da contagem (PFC), ou principio multiplicativo,
que poderia ser expresso do seguinte modo:

Se um evento (acontecimento, escolha ou combinacao) é composto de k eta-
pas distintas, a 12 etapa pode ocorrer de n maneiras distintas, a 22 etapa de
m maneiras distintas, a 32 etapa de p maneiras distintas, e assim sucessiva-
mente. Entao, o evento podera ocorrer por meio do produto entre as etapas.

ATIVIDADE Problemas de combinatéria e o principio fundamental
da contagem

Marta tem 5 saias, 6 blusas e 4 pares de sapatos. De quantos modos diferentes
ela pode se vestir combinando saia, blusa e sapatos?

Numa lanchonete, é possivel montar o proprio sanduiche combinando 5 tipos
de pao, 6 tipos de recheio e 3 tipos de molho. Quantos sanduiches diferentes
podem ser montados?

Quantos sao os jogos de um campeonato de futebol que tem turno (jogos de ida)
e returno (jogos de volta), do qual participam 20 equipes?
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1 Num campeonato com 8 equipes, todos jogam contra todos apenas uma vez.
Quantos jogos sao realizados nesse campeonato?

Numa festa, ha 8 mocas e 9 rapazes. Se todos dangarem com todos, quantos
pares diferentes é possivel formar?

[ O segredo de um cadeado é formado pelos niimeros de 0 a 9, que estdo em cada
um de seus 4 discos. Determine o total de combinacoes possiveis.

O sistema de emplacamento de veiculos no Brasil ja teve
varios modelos. De 1969 até 1990, era adotado um sistema que

© Daniel Beneventi

utilizava 2 letras e 4 numeros.

Supondo que nao haja restricdes para a formacao das placas, determine o total
de combinacoes possiveis que esse sistema permitia.

El A partir de 1990, passou a vigorar o sistema de 3 letras
e 4 nimeros. Determine o total de carros que podem ser

© Daniel Beneventi

emplacados de acordo com esse sistema.

El Em alguns paises, como a Argentina, as placas [ < ARGENTINA —
dos veiculos sdo compostas por 3 letras seguidas

© Daniel Beneventi

de 3 numeros. Determine quantas combinacgoes sao

possiveis nesse caso. \
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Descubra qual dos sistemas possibilita emplacar mais veiculos:

a) um que utiliza 3 letras e 3 nimeros ou outro que utiliza 2 letras e 4 nameros?

b) um que utiliza 2 letras e 5 nimeros ou outro que utiliza 3 letras e 3 numeros?

Uma cidade foi formada, e seus habitantes decidiram que a bandeira serda um
retangulo com 4 listras verticais em que as cores poderao ser escolhidas entre
vermelho, azul, verde e amarelo. Com essas regras, quantas bandeiras diferentes
podem ser feitas?

Quatro cidades estao interligadas por meio de um conjunto de estradas. Para
ir da cidade A a cidade D, é preciso passar pelas cidades B e C, que ficam no meio
do caminho.

Para ir da cidade A a cidade B, ha 4 estradas; da cidade B a cidade C, h4 3 estra-
das; e da cidade C a cidade D, 2 estradas. Determine o total de caminhos possiveis
para se ir:

© Daniel Beneventi

cidade cidade

cidade cidade

a)deBaté C b) de D até B
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c) de AatéD d) de B até D

Uma pessoa utiliza um dado cubico (de 6 faces) para escolher nimeros de
2 digitos que serao usados como cddigos. Para isso, ela joga o dado duas vezes: a
primeira para escolher o algarismo das dezenas, e a segunda para escolher o alga-
rismo das unidades.

a) Quantos numeros de dois digitos podem ser formados?

b) Quantos numeros pares podem ser formados?

c) Quantos numeros impares podem ser formados?

d) Quantos nimeros multiplos de 5 podem ser formados?

Usando o mesmo dado, determine quantos numeros pares de 3 digitos é pos-
sivel formar.

Quantos numeros de 3 algarismos distintos existem em nosso sistema decimal?
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V DESAFIO

Um certo tipo de cédigo usa apenas dois simbolos, o nimero zero (0) e o nimero um (1) e, con-
siderando esses simbolos como letras, podem-se formar palavras. Por exemplo: 0, 01, 00, 001 e 110
sdo algumas palavras de uma, duas e trés letras desse coédigo. O nimero maximo de palavras, com
cinco letras ou menos, que podem ser formadas com esse cédigo é:

a) 120
b) 62
c) 60
d) 20
e) 10

Unesp 2004. Disponivel em: <http://www.curso-objetivo.br/vestibular/resolucao_comentada/Unesp/2004/1dia/UNESP2004_1dia.pdf>. Acesso em: 30 out. 2014.

HORA DA CHECAGEM

Atividade 1 - Problemas de combinatéria e o principio fundamental da contagem
Aplicando o principio fundamental da contagem, as possibilidades sdo 5 - 6 - 4 = 120. Marta pode
fazer combinacoes de saias, blusas e sapatos de 120 maneiras diferentes.

Na lanchonete, as combinagoes possiveis sdo de 5 - 6 - 3 = 90 tipos de sanduiches.

No primeiro turno, cada uma das 20 equipes joga com 19 adversarios, em um total de
20 - 19 = 380 jogos. Mas como, por exemplo, Corinthians x Palmeiras e Palmeiras x Corinthians
é 0 mesmo jogo, é preciso dividir o resultado por 2, pois, do modo calculado, cada jogo é contado
duas vezes. No primeiro turno, portanto, havera 380 + 2 = 190 jogos, 0 mesmo numero de jogos
do returno. No total, sdo 380 jogos no campeonato.

] Cada uma das equipes joga com as outras 7 uma tnica vez, portanto 8 - 7 = 56. Divide-se por 2
para se eliminarem as duplica¢des — 56 + 2 = 28 jogos realizados no campeonato.

8 - 9 = 72 pares diferentes. Cada uma das 8 mocas danca com os 9 mocos.

A cada disco do cadeado permite 10 alternativas de escolha. Portanto, pelo principio fundamental
da contagem, existem 10 - 10 - 10 - 10 = 10.000 combinacoes.

Como sao 26 as letras do alfabeto, sao 26 - 26 os agrupamentos diferentes que podem ser feitos
com 2 letras e 10 - 10 - 10 - 10 agrupamentos diferentes com os 4 nimeros.

Total: 26 - 26 - 10 - 10 - 10 - 10 = 6.760.000.

Prevendo que o numero de automéveis no Brasil superaria essa marca, o governo mudou o sistema
de placas.

EJ Usando o raciocinio do exercicio anterior, tem-se que 26 - 26 - 26 - 10 - 10 - 10 - 10 = 175.760.000 carros
podem ser emplacados de acordo com esse sistema.

B} s3o possiveis 26 - 26 - 26 - 10 - 10 - 10 = 17.576.000 combinacdes de placas.
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a) Compare os dois sistemas:
26-26-26-10-10-10
26-26-10-10-10-10
Os dois numeros diferem em apenas um fator e 26 > 10. O primeiro sistema permite que sejam

feitos % = 2,6 vezes mais emplacamentos.

b) Compare os dois sistemas
26-26-10-10-10-10-10
26-26-26-10-10-10

Nesse caso, o primeiro sistema permite mais emplacamentos, pois 10 - 10 > 26. Ele permite que

sejam feitos 12L60 = 3,84 vezes mais emplacamentos.

Pelo principio fundamental da contagem, hda 4 possibilidades para a primeira listra e 3 para as
demais -4 - 3 - 3 - 3 =108 bandeiras diferentes.
Para resolver cada item, basta utilizar o principio fundamental da contagem:

Cidades A » B » C » D

4 estradas 3estradas 2 estradas

a) Ha 3 estradas de B até C.
b) 2 - 3 = 6 caminhos diferentes.
c) 4 -3 -2 =24 caminhos diferentes.

d) 3 - 2 = 6 caminhos diferentes.

Atente para o fato de que, ao ir de D para B, o nimero de caminhos é o mesmo que ir de B para D.

a) 6 - 6 = 36 (pois é permitida a repeticdo; um nuimero como 44, por exemplo, € um numero de
dois digitos).

b) Para que o numero seja par, tem que terminar em 2, 4 ou 6 (nimeros pares das faces de um
dado), entdao 6 -3 =18.

c) Para cada posicao na casa das dezenas, ha 6 possibilidades; para a casa das unidades, apenas
3 (faces 1, 3 e 5). Assim, 6 - 3 = 18 numeros impares. Observe que o nimero de possibilidades de
ocorréncia de pares e impares é o mesmo, e que 18 é a metade de 36 (6 - 6 = 36 faces).

d) Para que um numero seja multiplo de 5, o algarismo das unidades tem que ser 0 (zero) ou 5. Como
nao existe uma face do dado com 0, sé é possivel sair o 5. O nimero de possibilidades é6 -1 =6
(sdo os numeros 15, 25, 35, 45, 55 e 65).

Para cada posicao na casa das centenas e das dezenas, ha 6 possibilidades; para a casa das
unidades, apenas 3 (faces 2, 4 e 6). As combinacoes possiveis sao 6 - 6 - 3 = 108.
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Para a casa das centenas, sao possiveis 9 digitos, pois um numero de 3 algarismos nao pode
comecar com zero; para a casa das dezenas, ha também 9 possibilidades, uma vez que sé nao se
pode utilizar o nimero escolhido para a casa da centena; por fim, para a casa das unidades, ha
8 possibilidades (nao é possivel usar os dois nimeros ja utilizados).

Pelo principio fundamental da contagem, tem-se 9 - 9 - 8 = 648, que é o total de nimeros com
3 algarismos distintos existente em nosso sistema decimal.

Desafio

Alternativa correta: b. Considerando que, em cada caso, a repeticao de simbolos é possivel, tem-se:

1
2) simbolos: 2 - 2 — 4 possibilidades

(1) simbolo: 0,1 — 2 possibilidades

(2) st

(3) simbolos: 2 - 2 - 2 — 8 possibilidades > = Total =2+4+8+16+32=62
(4) st

(5) st

s
s
s
4) simbolos: 2 - 2 - 2 - 2 — 16 possibilidades

5) simbolos: 222 -2 -2 — 32 possibilidades

\f/\ Registro de duvidas e comentarios
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TEMA 2 Permutacoes

Todos os problemas apresentados no tema anterior sao de natureza combinat6-
ria, mas, considerando algumas de suas caracteristicas especificas, os matematicos
os agruparam e desenvolveram férmulas para resolvé-los.

Neste tema, vocé vai se aprofundar nessa questao, resolvendo outros proble-
mas e usando o principio fundamental da contagem.

7 O QUE VOCE JA SABE?

Provavelmente vocé ja precisou entrar em uma fila. Mas como se determina
essa fila? Se houvesse 10 pessoas agrupadas e fosse necessario formar uma fila,
quem ficaria em primeiro lugar? E em segundo? Em quantas posi¢oes uma des-
sas pessoas poderia ficar? Matematicamente, é possivel determinar isso, e é esse
assunto que vocé estudard a seguir.

=72
a7
=2

-

Permutacdo e fatorial de um namero

Observe alguns exemplos que utilizam conceitos de permutacao e de fatorial.
Exemplo 1. De quantas maneiras é possivel formar um nimero de 4 digitos usando

1, 2, 3 e 4 sem repeti-los?

Como nao se pode repetir digitos, o namero 2.341 pode ser formado, mas o nimero
3.423, por exemplo, ndo, pois nesse caso o digito 3 se repete.

Para resolver o problema, usa-se o principio fundamental da contagem.

Ha 4 possibilidades para a casa do milhar:

4

Uma vez escolhida a casa do milhar, sobram 3 nimeros para a casa das centenas:

4 |-| 3

Preenchidas as casas do milhar e da centena, restam 2 nimeros para a casa das
dezenas:

4 |- 3|12 |-]1

Apoés a definicao de que nimero ficou na casa das dezenas, sé sobra um nimero
para completar e preencher a casa das unidades.
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O total de maneiras diferentes, portanto, é4 -3 -2 -1 =24.

1.234 | 1.243 | 1.324 | 1.342 | 1.423 | 1.432
2134 | 2.143 | 2.314 | 2.341 | 2.413 | 2.431
3.124 | 3.142 | 3.214 | 3.241 | 3.412 | 3.421
4.123 | 4132 | 4.214 | 4.241 | 4.312 | 4.321

Exemplo 2. Imagine 5 atletas que disputam as 5 primeiras posi¢oes de uma corrida.

Da mesma maneira raciocinada no problema do exemplo anterior, ha 5 possibili-
dades para o 1° lugar. Apds a chegada do campeado, restam 4 possibilidades para o
2° lugar. Uma vez preenchidos os dois primeiros lugares, restam 3 atletas dispu-
tando o 3% lugar, e, em seguida, 2 para o 4° lugar e apenas 1 para a ultima posicgao,
uma vez que os outros quatro ja chegaram.

O numero de resultados possiveis em uma corrida com 5 atletas que disputam
5 lugares €, portanto, 5-4-3-2-1=120.

Exemplo 3. Outro tipo de problema envolve o agrupamento de letras para formar
palavras, o que se denomina anagrama.

Anagrama é a troca das letras de uma palavra para formar uma nova palavra, por
exemplo:

« AMOR é um anagrama da palavra ROMA.

« RAMO é um anagrama da palavra AMOR.

Nesses dois casos, todas as palavras sao de nosso vocabulario, mas um anagrama
nao precisa necessariamente formar uma palavra conhecida, por exemplo:

« A palavra NAMPRBUCEO é um anagrama da palavra PERNAMBUCO.

Veja como calcular o nimero de anagramas da palavra GRUPOS.

Um anagrama da palavra GRUPOS é uma palavra de 6 letras formada pelo arranjo das
letras G, R, U, P, O e S usando todas a letras (portanto, sem repetir nenhuma delas).

Para a inicial da palavra, existem 6 possibilidades; 5 para a posicao seguinte; 4 para
a préxima, e assim por diante, até a ultima posicao.

6 || 5|-]1 4|3 |-]2]|-|1

O numero de anagramas da palavra GRUPOS é 720.
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Aos problemas em que se tém de agrupar n elementos em n posicoes,
sem que se repitam elementos, da-se o nome de permutagao.

Esse é o caso deste problema e dos resolvidos nos exemplos 1 e 2.

Observe que, nos exemplos, foi preciso fazer uma multiplicagao do tipo:
n-n-1-mMm-2)-...-2-1

Trata-se do produto de um nuimero natural por todos os seus antecessores, até o 1.

Esse tipo de produto é chamado fatorial do nimero n e se escreve colocando
um ponto de exclamacao depois do numero:

n'=n-n-1)-(n-2)-..-2-1paran=2
Assim,4!=4.3-2-1=24
5/=5.4-3.2.1=120
Note que, na composicao de 5!, tem-se 4!:
5!=5.(4-3-2-1)=5-4!
7'=7-(6-5-4-3-2-1)=7-6!
Generalizando:

nl=n-(n-1)!

Isso torna possivel simplificar determinados célculos, por exemplo:
| .7
8 _8-7-6 g ;_5¢
6! B
Veja que nao foi necessario calcular8-7-6-5-4-3-2-1.
| .9.8-
O mesmo ocorre com o calculo de 170" _ 10 9}'/8 Zail 10-9-8=720.
100! _ 100 -99!
= = 100.
99! 991

ATIVIDADE Permutacdo, anagramas e fatoriais

Quatro amigas resolveram tirar fotos em uma escadaria com 4 degraus, e cada
uma delas deverd ficar em um degrau. Quantas fotos diferentes podem ser tiradas?

Ou com a determinacao do valor de
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De quantos modos 7 pilotos podem alinhar 7 carros em fila indiana?
Determine o nimero de anagramas da palavra ESCOLA.

B Quantos anagramas da palavra ESCOLA comecam com a letra S?
Quantos anagramas da palavra ESCOLA comegam por vogal?

[ Determine o nimero de anagramas da palavra FUTEBOL.

Em uma estante, deseja-se arrumar os livros de Matematica, Lingua Portuguesa,
Fisica, Quimica, Biologia, Histéria, Geografia e Arte. De quantas maneiras diferen-
tes é possivel organizar esses 8 livros?

M LP F Q B H G A

E] Calcule:
9l 7!
Ty ) ar
12! 20!
iz d) £Y-
10! ) 18!
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10! !
RATET RASTEY
El Simplifique:
n! (n+1)!
_n py A+ 1)
A o) A

V4l

A DESAFIO

Com as letras da palavra PROVA podem ser escritos x anagramas que comec¢am por vogal e
y anagramas que comeg¢am e terminam por consoante. Os valores de x e y sdo, respectivamente:

a) 48 e 36 d) 24 e 36
b) 48 e 72 e)72e24
c)72e36

Universidade Federal Fluminense (UFF), 1997. Disponivel em: <http://www.coseac.uff.br/vest97/provas/mate_fl.htm>. Acesso em: 30 out. 2014.

Considere todos os numeros inteiros positivos que podem ser escritos permutando-se os alga-
rismos do nimero 2.341. Quantos dos numeros considerados sao menores que 2.341?

a)9 d) 84
b) 15 e) 120
c) 27
Universidade Estadual de Londrina (UEL), 1999. Disponivel em: <http://www.cneconline.com.br/exames-educacionais/
vestibular/provas/pr/uel/1999/1o-semestre-fase-unica/uel-1999-1-0a-completa.pdf>. Acesso em: 30 out. 2014.

Atividade 1 - Permutacdo, anagramas e fatoriais

Esse é um problema de permutacgao, que pode ser resolvido pelo principio fundamental da con-
tagem, ou seja, calculando-se 4! =4 - 3 -2 - 1 = 24 fotos distintas.

Essa é uma permutacao de 7 elementos (os pilotos) em 7 posi¢oes possiveis:
7!'=7-6-5-4-3.2.1=>5.040. Ha 5.040 modos de alinhar os carros.

Essa é uma permutacao de 6 elementos (as letras da palavra ESCOLA) em 6 posicoes.
6!=6-5-4-3.2-1=720. H4 720 anagramas.
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n Se a palavra tem que comecgar com S, entdo somente as letras E, C, O, L e A é que trocam de
lugar. Portanto, é uma permutacao de 5 elementos (as letras da palavra ECOLA) em 5 posigdes:
5/=5-4.3.2-1=120. H4 120 anagramas que comeg¢am com S.

Sao exemplos de anagramas com essa condicao as palavras SACOLE e SOLECA.

Para que o anagrama da palavra ESCOLA comece por vogal, a primeira posi¢ao s6 podera ter as
letras E, O e A. Em cada caso, tem-se a permutacao de 5 letras em 5 posicoes:

s —-51=120
o__ _ _ _ —-51=120
A —51=120

O total de anagramas da palavra ESCOLA que comecam por vogal é 3 - 5! =3 - 120 = 360.

Esse problema também poderia ser resolvido utilizando-se outra estratégia, como a usada na reso-
lucao do exercicio 3. Como metade das letras da palavra ESCOLA sao vogais, a metade dos anagra-
mas de ESCOLA comegam por vogal — 720 + 2 = 360.

E FUTEBOL tem 7 letras, portanto o nimero de anagramas é 7! =7 - 6!

Como vocé ja calculou 6! no exercicio 3, basta multiplicar 7 - 720 = 5.040.

Sao 8 os livros para ser colocados em 8 posicoes, portanto 8! =8 - 7! = 8 - 5.040 = 40.320.

| . 8.7l
a) 5=>5"-9.8-72
12! 12.11.10!
| .6-5.4l
C) %:%:765:210
| . . |
) 2= 201028 220192380
10/ 10-9-8.7! 10-9-8 10.9-8
7@ 7@ " 321 6 20
8 8.7.6-5 8.7.6 8.7-6
f)5!3!‘ 53l ~3.2.1° 6 o /=%
9
n n-n-1)!
| oo @oy P
| .n!
b) m+1)!_ Mm+1) nl_ 1

n! n!
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Desafio

Alternativa correta: a. Sao duas as vogais; logo, ha apenas duas opc¢des para a primeira letra,
restando 4 letras que podem ocupar as demais 4 posi¢oes de 4! = 24 maneiras distintas. Portanto,
X =2 - 24 = 48. H4 48 anagramas da palavra PROVA que comecam por vogal.

O raciocinio para determinar o nimero de anagramas que comeg¢am e terminam por consoante
é semelhante.

Atente para a primeira e a Gltima letras; ha 3 possibilidades de consoantes para a primeira letra,
restando 2 possibilidades para a Gltima: _3 - : . -2

As possibilidades de preenchimento das trés posi¢oes do meio sao 3! = 6. Portanto,
y=3-31-2=3.6-2=36.

Assim, x =48 e y = 36.

Alternativa correta: a. Os algarismos a serem permutados sao 1, 2, 3 e 4, assim o total de nime-
ros que podem ser formados é dado por 4!.

41=4.3.2.1=24

Desses 24, é preciso verificar quantos comeg¢am por 1, quantos comec¢am por 2, por 3 e por 4.
Comecando por 1:

1-3-2-1=6

Comecando por 2:

1-3-2-1=6

Comecando por 3:

1-3-2-1=6

Comecando por 4:

1-3-2-1=6

Para que o nimero seja menor que 2.341, ndo pode comecar nem por 3 nem por 4. Assim, excluem-
-se 12 nimeros.

Restam 12 numeros, dos quais 6 certamente sao menores que 2.341, pois comecam por 1. Resta
saber sobre os que iniciam com 2, que sao listados a seguir:

2.143
2.134
2.314
2.341
2.413
2.431

Desses 6, 3 sdo menores que 2.341. Sendo assim, o total dos menores que 2.341 sera:

6+3=9
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TEMA 3 Arranjos e combinacdes

O que vocé aprendeu sobre principio fundamental da contagem, permutacoes
e fatorial serd 1util para que agora resolva novos problemas sobre agrupamen-
tos, alguns deles mais complexos. Ha dois tipos de agrupamento; um € chamado
arranjo, e o outro, combinagao. Vocé os estudara neste tema por meio de exemplos.

7 O QUE VOCE JA SABE?

Vocé ja participou de alguma atividade em que havia a necessidade de se esco-
lher pessoas para formar uma comissao de formatura? Ou mesmo escolher 6 nime-
ros para jogos de loterias? Serd que a ordem desses elementos escolhidos, tanto da
comissao como dos numeros para jogos de loterias, importa no conjunto? Escolher
Joao e Maria para representar a turma na formatura e anotar, na folha, Maria e Joao
torna os representantes diferentes? Ou, ainda, escolher os nimeros 10, 12 e 21 e
anotar, no volante, os numeros 12, 21 e 10 da origem a um jogo diferente?

2
=X

—» Adiferenca entre arranjo e combinacdo

)/

)/

Observe alguns exemplos que utilizam conceitos de arranjo e de combinacao.

Exemplo 1. André, Beto, Carlos, Daniela e Elena realizaram uma competicdo de
corrida valendo posi¢oes para os dois primeiros lugares. Quantos sao os resultados
possiveis para compor o pédio com o 1° e 2° lugares?

Como sao 5 os concorrentes e apenas 2 as posicoes, pelo principio fundamental da
contagem, tem-se:

5 . 4 = | 20

Ha 20 resultados possiveis para a competicao de corrida entre os atletas.

Em um arranjo simples, arranjam-se n elementos em p posicoes possiveis, e, ao se trocar a
ordem dos elementos, tem-se um agrupamento diferente, isto é, a ordem importa.

Em situag¢des mais complexas, em que o nimero de elementos a serem manipula-
dos é muito grande, utiliza-se a seguinte férmula:
n n!

Aj=—"——,paran=p
*"n-p)
No exemplo da competicao de corredores,n=5e p = 2. Logo,
5 _5-4.3!

AS

5= G-21~ 3l = 20 resultados possiveis
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Exemplo 2. Em outra ocasiao, essas mesmas pessoas foram eleitas por seus cole-
gas para compor uma comissao com 2 membros. Quantas sao as possibilidades de
composicao dessa comissao?

Esse problema é semelhante ao do exemplo anterior, mas ha um pequeno e impor-
tante detalhe que sera discutido em seguida.

De acordo com o problema anterior, seriam 20 os resultados possiveis, e se poderia
pensar que, para este problema, os nimeros seriam os mesmos: 5 - 4 = 20.

Entretanto, se no caso da competicao o agrupamento AB é diferente do agrupa-
mento BA, pois, apesar de contar com os mesmos atletas, as posi¢oes sao distin-
tas, no caso de uma comissao a ordem ndo importa. Assim, o agrupamento AB é o
mesmo que o agrupamento BA. E isso ocorre com todos os agrupamentos de dois
elementos {B, C} = {C, B}, {D, E} = {E, D}. Para resolver o problema, portanto, é preciso
dividir 20 por 2, para excluir as comissoes que foram contadas duas vezes:

20+2=10
Sao 10 as comissodes de 2 atletas possiveis com 5 atletas.

Exemplo 3. Em uma corrida de 5 pessoas para 2 posicoes, o 1° e 22 lugares, todos os
arranjos a seguir sao diferentes:

AB | BA | CA | DA | EA
AC | BC | CB | DB | EB
AD | BD | CD | DC | EC
AE | BE | CE | DE | ED

Em uma combinacao simples, arranjam-se n elementos em
p posicoes possiveis, e se a ordem dos elementos for alterada,
tem-se 0 mesmo agrupamento, isto é, a ordem nao importa.

Exemplo 4. Com os atletas A, B, C, D e E sdo possiveis as seguintes comissoes de

2 membros:
AB
AC | BC
AD | BD | CD

AE | BE | CE | DE

No quadro acima foram excluidas as combinagoes que ja foram formadas.
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Em situacdes mais complexas, em que o nimero de elementos a serem manipula-
dos é muito grande, utiliza-se a seguinte férmula:

n_ n!
Cp—m,paranzp

No exemplo anterior, tem-se que n =5 e p = 2. Logo,

s_ 51 5
2T 5-2)0-20 3l

ATIVIDADE Arranjos e combinaces

Para participar de uma competicao internacional de atletismo, foram seleciona-

.3l
4-3 _20_qg combinacoes
-2-1 2

dos 5 atletas, mas a competicao permite que apenas 3 deles representem seu pais.
De quantas maneiras diferentes se pode formar a equipe que representara o pais?

Foi realizada uma eleicdo no sindicato. A chapa precisa nomear uma comissao
com trés representantes, sendo que se candidataram 8 membros para compor essa
chapa. De quantos modos diferentes é possivel formar tal comissao?

Em uma reunido com 8 pessoas, todos se cumprimentaram uma Unica vez com
um aperto de maos. Quantos foram os cumprimentos?

1 A diagonal de um poligono é um segmento que liga 2 vértices ndo consecutivos.
Assim, uma diagonal é determinada pelo agrupamento de duas letras que repre-
sentam os vértices do poligono.

a) Determine a quantidade de diagonais de um hexagono.

b) Quantas diagonais tem um poligono de 10 lados?
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@ PENSE
SOBRE...

O’O’
Para jogar na Mega-Sena, escolhem-se 6 nimeros entre 60.

Reflita: A ordem dos nimeros escolhidos é importante? Essa situacao é de
arranjo ou de combinacgao?

HORA DA CHECAGEM

Atividade 1 - Arranjos e combinacoes

Em uma escolha de representantes, a ordem em que as pessoas sao escolhidas nao importa,
entdo esse é um problema de combinacao e pode-se aplicar a férmula:

| | .4 -3l o
oo m . S 5431 54,

* (m-p)-p! (5-3)1-31  20-31 2.1

Como sao 8 candidatos para ocupar 3 vagas, a ordem da comissao nao importa. Por exem-
plo, s@o os membros da comissao A, B, C, D, E, F, G, H; a comissao formada pelos membros A,

B, C é a mesma comissao formada pelos membros C, B, A; logo, trata-se de uma combinacdo
8!
8

Ci=————="56 combinacoes diferentes.
8-3)!-3!
Nesse caso, hda uma combinacédo de 8 elementos, dois a dois — 97 28 cumprimentos. Ou
2-1
I
aplica-se a formula C§ = & _
(8-2)-2!

a) Uma diagonal é como se cada vértice do poligono “cumprimentasse” outro, desde que nao seja
um vértice vizinho, pois, ao se agruparem dois vértices consecutivos, o que se obtém é um lado,
e ndo uma diagonal. Lembre-se ainda de que combinar um vértice com ele mesmo nao forma um
segmento. Portanto, cada um dos 6 vértices forma uma diagonal se for combinado com 6 - 3 outros
6-(6-3) _6-3 18

2 2 2

vértices. O calculo seria D =

= 9 diagonais.

b) Usando o mesmo raciocinio do item a, tem-se D = W {o=8)] _ 38y _ 70 _ 35 diagonais.
2

2 2

\f) Registro de duvidas e comentarios
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Al PROBABILIDADE
L
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<
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=
) TEMAS
1. Introducdo a Probabilidade
2. Roletas e probabilidades geométricas
Introducdo

Vocé ja prestou atencgao nas previsoes do tempo que sao comunicadas nos noti-
ciarios de TV? Se o apresentador diz que podera chover no dia seguinte, vocé pode
ter certeza de que chovera?

E um campeonato que esta nas rodadas finais, se os especialistas disserem que
determinado time tem 90% de chance de ser campeao, significa que a tacga esta
garantida para essa equipe?

Vocé sabia que o preco do seguro de um automével é calculado de acordo com
o perfil do motorista? Se o motorista for mais jovem, o seguro pode ficar mais caro;
se for uma mulher, pode ficar mais barato. Por que serd?

Essas e outras situacoes do dia a dia envolvem a ideia de incerteza e um campo da
Matematica com ampla aplicacao em varias areas do conhecimento: a Probabilidade.

Introducdo a Probabilidade TEMA 1

Neste tema, vocé vera como é possivel quantificar um evento incerto por meio
de um nimero ou uma funcao matematica.

| 7 O QUE VOCE JA SABE?

Provavelmente vocé ja ouviu a previsao do tempo, nao é? Como sera que ela é
feita? E possivel confiar nas previsdes com toda certeza? Por qué?

~ Aincerteza

Muitas sdo as situacOes em que nao é possivel prever um resultado ou ter
certeza de que algo podera ou nédo acontecer. E o caso das previsdes do tempo e
outros fendmenos da natureza, como a erupc¢ao de vulcoes ou a ocorréncia de ter-
remotos, tufoes e tsunamis.

Ve

MATEMATICA
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Além dessas, ha ainda outras situacdes cujo resultado nao pode ser previsto,
como sorteios, lancamento de dados ou uma simples disputa de “cara ou coroa”;
sequer é possivel determinar, logo apés a concepcao, o sexo de um bebé que vai
nascer. O ramo da Matematica que estuda as leis do acaso chama-se probabilidade.

Analise com atencgao a situagao descrita a seguir.

No inicio de uma partida de futebol, é comum o juiz
jogar uma moeda para o alto, para que o capitdo de cada
time decidam na sorte quem comeca o jogo.

Ao jogar uma moeda e observar a face voltada para
cima, ha apenas dois resultados possiveis: cara ou coroa.
A chance de ocorrer cara ou coroa € a mesma. Diz-se,
portanto, que a probabilidade de sair cara é a mesma de

sailr coroa.

hit/123RF

Coroa

Analise agora outra situagao.

Em uma empresa, o encarregado de uma se¢ao decidiu colocar em uma urna o
nome de todos os funciondrios para sortear quem participaria da comissao da empresa.
Quem tem a maior probabilidade de ser sorteado: um homem ou uma mulher?

Para responder a essa questdo, é necessario saber o numero de funcionarios
e de funcionarias. Suponha que a se¢cdao em que trabalha esse encarregado tenha
25 mulheres e 15 homens. Nesse caso, como vocé estudara adiante, é mais prova-
vel que seja sorteada uma mulher. Entretanto, se o nimero de homens e mulheres
for o mesmo, as chances sao iguais. E, se o numero de funcionarios for maior que
o numero de funciondrias, é mais provavel que um homem seja sorteado.

Em qualquer um dos casos anteriores, o resultado do sorteio nao pode ser pre-
visto com certeza; é possivel avaliar, apenas, qual resultado tem maiores chan-
ces de ocorrer. Nao é impossivel que um homem seja sorteado se a secao tiver
5 homens e 35 mulheres, s6 é mais dificil.

© Simon Belcher/Alamy/Glow Images
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A situacao de incerteza também ocorre no lanca-
mento de um dado. Ao jogar um dado com as 6 faces
numeradas com pontos e observar a face voltada
para cima, quais sao os resultados provaveis?

© Gjermund Alsos/123RF

Suponha que seja um dado honesto. A chance de
ocorrer a face com 1 ponto é a mesma de ocorrer a
face com 2, que, por sua vez, é a mesma de ocorrer
acom 3,4, 5 ou 6 pontos.

Contextos de lancamento de moedas e dados sao
imprevisiveis, tais como os contextos que envolvem
sorteios.

s’; Dado honesto

A mesma probabilidade de
Reflita sobre o caso em que foram colocadas  ocorréncia de qualquer uma

. das faces de um dado. Quando
10 bolinhas de gude do mesmo tamanho, sendo ;- P —

6 azuis e 4 vermelhas, dentro de um saco. dado é viciado.

© Daniel Beneventi

Extraindo uma bolinha ao acaso, sem olhar, pode-se retirar do saco uma boli-
nha azul ou uma bolinha vermelha, mas as cores tém chances diferentes de serem
sorteadas por haver um numero diferente de bolinhas de cada cor.

'\
K@ ASSISTA!

Matematica — Volume 3

Probabilidade

Utilizando assuntos como futebol, previsdo meteorolédgica, jogo de palitinhos e valor do
seguro de automoveis, esse video mostra exemplos de onde, como e por que se usa o calculo
de probabilidades.
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ATIVIDADE Exercitando probabilidades

Em uma classe com 22 meninas e 13 meninos, foi realizado um sorteio. Quem
tem a maior probabilidade de ser sorteado: um menino ou uma menina?

Em uma classe de EJA, 21 estudantes fazem aniversario no primeiro semestre,
e 15, no segundo semestre. Ao sortear um estudante ao acaso, é mais provavel que
o sorteado seja um aniversariante do 1° ou do 2° semestre?

Na empresa de Joao, o nome de metade dos funcionarios comecga por vogal; o
dos demais, por consoante. Os nomes dos funciondarios foram escritos em peque-
nos papéis e, depois, colocados em uma urna. Ao sortear um papel ao acaso, é
mais provavel que o nome escrito nele comece por vogal ou por consoante?

Considere o lancamento de um dado cubico (de 6 faces) e a observacao da face
voltada para cima. Responda o que é mais provavel ocorrer:

a) Par ou impar?

b) Um numero primo ou um numero composto?

c) Um nimero maior ou menor que 3?

Em um saco, foram colocadas 4 bolas amarelas e 6 bolas vermelhas. Qual é a
cor mais provavel de ser retirada ao acaso?

[ Em uma urna, foram colocados envelopes de cores diferentes: 15 cor-de-rosa,
10 azuis e 20 verdes. Ao sortear um envelope ao acaso, qual é a cor que tem mais
chance de sair?




UNIDADE 4 I

Chances iguais
Maria vai ter um bebé. Qual é a probabilidade de nascer uma menina?

O ultimo Censo Demografico, realizado em 2010 pelo Instituto Brasileiro de
Geografia e Estatistica (IBGE), indicava que a populagao brasileira do sexo feminino
era maior que a do sexo masculino. Veja a tabela e o grafico a seguir.

Os numeros sugerem certo equilibrio entre
homens e mulheres, em torno de 50% para cada sexo.

© Daniel Beneventi

48,97% 51,03%

A diferenca de cerca de 2% entre o numero de
homens e mulheres na populacgao brasileira é
atribuida a fatores sociais como violéncia urbana,

Homens Mulheres i ) } .
acidentes, tabagismo, consumo de bebidas alcodli-
93.406.990 97.348.809 S . -
cas etc., e ndo as chances de nascimento, que sao
48,97 % 51,03% .. . o
lguais, ou seja, 50%.

Experimentando e medindo frequéncias

A probabilidade de ocorréncia de um evento pode ser medida e expressa por
meio de um numero, em geral uma fracao ou uma porcentagem.

Para compreender melhor como se pode determinar esse numero, costumam-
-se fazer alguns experimentos, por exemplo, lancar uma moeda para cima e
construir uma tabela que indique a quantidade de caras e de coroas obtidas em
10 jogadas.

Quando o numero de jogadas é pequeno, nao é possivel notar um padrao, mas,
ao aumentar o numero de jogadas para 20, 30, 50 ou 100 vezes, é possivel perceber
uma tendéncia. Veja, por exemplo, a tabela a seguir com o registro da ocorréncia
de caras e coroas:

Qu?gg:;:: G Caras Coroas

10

15

20 11

25 12 13
30 14 16
50 22 28
100 52 48

Qual é o numero de caras esperado, caso vocé jogue 1.000 vezes a moeda?
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Se tiver a oportunidade de fazer o experimento com moedas honestas,
espera-se que a ocorréncia de caras e coroas seja proxima de 50% a medida que
se aumenta o numero de jogadas. O resultado pode variar, como 495 caras e
505 coroas, ou 502 caras e 498 coroas. Nao importa qual nimero é maior, se o de
caras ou o de coroas, é bem provavel que fique préximo de 500 nos dois casos.

W

A medida da chance: probabilidade

No caso do lancamento de uma moeda, vocé ja deve ter observado que, se o
numero de jogadas aumentar, a razao entre o numero de caras e o total de lanca-
mentos tende a ficar em torno de % Diz-se, entao, que a probabilidade de dar cara

é de “1 para 2”, ou %, ou 50%.

O evento “cara” é um dos dois casos provaveis. Simbolicamente, escreve-se:
P(cara) = P(coroa) = %

Ou seja: 1 chance em 2 possiveis.

Ao lancar uma moeda para o alto, os Unicos resultados provaveis sao cara ou
coroa. Se der cara, ndo di coroa, e vice-versa.

Imagine duas pessoas, Joao e Maria, que jogam “cara ou coroa” com duas moe-
das. Joao apostou que consegue duas coroas, e Maria apostou que obtera duas
faces diferentes da moeda. Quem tem mais chances de ganhar a aposta?

Veja os casos possiveis:

Joao Maria

< 1 cara, 1 coroa: Maria ganha.

Fotos: © snehit/123RF

< 2 caras: ninguém ganha.

< 1 coroa, 1 cara: Maria ganha.

< 2 coroas: Jodo ganha.
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Observe que determinar a chance de ocorréncia de um evento depende do fato
de saber quais sao as possibilidades do evento ocorrer no conjunto de todos os
resultados possiveis.

No caso, Maria tinha 2 chances em 4 resultados possiveis, ou seja, ela tinha 50%
de chances de ganhar, enquanto Joao sé ganharia em 1 caso entre os 4 resultados
possiveis, ou seja, sua chance era de 1 em 4, ou 25%. Assim, a chance de Maria
ganhar a aposta era maior.

Probabilidades com dados e sorteios

Agora, vocé vai aprender a calcular a probabilidade, por exemplo, no langamento
de dados. Como sao dados cubicos, o nimero de casos possiveis no langamento de
apenas um dado é 6:

=
g

[ o (@ o (@ o (@ @®|:

g

g

g

5

[ ] ] ([ ] [ o=
T

£

5

o

©

A face que representa o numero 1 é uma possibilidade entre seis.
Quando se quer se referir a probabilidade de ocorrer um evento E, escreve-se P(E).

Em um total de n ocorréncias igualmente provaveis, um evento E pode ocorrer
de f maneiras diferentes.

Portanto, a probabilidade de ocorréncia do evento E, indicada por P(E), é dada

casos favoraveis _ i, em que P(E) é a probabilidade de ocorréncia

casos possiveis n

por: P(E) =

de um evento E; f é o nimero de casos favoraveis a ocorréncia do evento; en é o
numero de casos possiveis.

Parece complicado, porque a representacao se deu por meio de linguagem algé-
brica. Observe os exemplos a seguir.

As chances de as faces 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 ficarem voltadas para cima sao as mes-
mas; portanto, P(1) = 1z (em porcentagem, essa fracao equivale a, aproximada-
mente, 16,67%).

Logo, P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) = =

Utilize essas ideias e a notacao P(E) para explorar algumas situacoes e determi-
nar a probabilidade de sua ocorréncia.
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Exemplo 1. Se em um saco ha 5 bolas azuis e 3 vermelhas, extraindo ao acaso uma
bola, tem-se:

Total de bolas: 8

P(azuis) =

quantidade de bolas azuis _ 5 62,5%
total de bolas 8

Para expressar essa probabilidade em porcentagem, basta dividir 5 por 8. Se vocé
fizer a operagao na calculadora, no visor aparecera 0,625, que equivale a 62,5%.

quantidade de bolas vermelhas
total de bolas

P(vermelhas) = = % ou 37,5%

3 dividido por 8 é igual a 0,375, que equivale a 37,5%.

5,3_8

P(azuis) + P(vermelhas) = etg ™ 'S 1

62,5% + 37,5% = 100%

Exemplo 2. Considere uma empresa com 40 funciondrios, metade homens e me-
tade mulheres.

a) Qual é a probabilidade de, em um sorteio, uma mulher ser escolhida para ser
representante em uma comissao?

Numero de mulheres: 4—20 =20

P(mulher) = % ou, simplificando, %, que equivale a 50%

b) Supondo que cada funcionario esteja associado a um nimero de 1 a 40, qual € a
chance de ser sorteado um funcionario cujo nimero é impar e maior que 25?

Sao 7 os numeros impares maiores que 25 e menores que 40: {27, 29, 31, 33, 35, 37, 39}.

P(impares maiores que 25 e menores que 40) = 4LO = 0,175, que equivale a 17,5%

c) Em relacdo ao item b, qual é a chance de ser sorteado um numero primo?

Ha 12 nimeros primos entre 1 e 40: {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37}.

P(primo) = 12 _ 3

40 10

Observe que % é equivalente a % Assim, pode-se também expressar a proba-
bilidade por meio de uma porcentagem: ha 30% de chance de um nimero primo

ser sorteado.
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Exemplo 3. Em um globo, daqueles de sorteio, foram colocadas bolinhas numeradas
de 1 a 12, e, depois, uma bolinha foi sorteada ao acaso.

a) Qual é a probabilidade de sair o numero 2? Sera que a probabilidade de sair o
numero 3 é maior que a de sair o nimero 2?

O 2 é uma de 12 possibilidades; o mesmo acontece com o 3. Isso quer dizer que a
probabilidade de sair cada nimero é a mesma, no caso:

=1
12

b) E a probabilidade de sair um numero primo, qual é?

P(2) = P(3)

Para responder a essa questao, é preciso conhecer o universo de possibilidades.
Nesse caso, o conjunto de todas as possibilidades é:

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}

Para saber qual é a probabilidade de sair um numero primo, basta listar quantos
sao os numeros primos nas bolinhas: {2, 3, 5, 7, 11}.

H4 5 possibilidades de ocorréncia de nimeros primos em 12 casos possiveis:
. 5

P(primo) = —
(primo) = =

Conhecendo o numero de casos favoraveis e o total de casos, € possivel responder
a muitas questoes sobre probabilidade.

Calculando probabilidades

Em um saco, foram colocadas 4 bolas amarelas e 6 bolas vermelhas. Calcule a
probabilidade de cada cor ser escolhida ao acaso.

Em uma urna, foram colocados envelopes de cores diferentes: 15 amarelos, 10 azuis
e 20 verdes. Calcule a probabilidade de cada cor ser sorteada.
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Em uma classe com 20 meninas e 15 meninos, foi realizado um sorteio. Qual é
a probabilidade de o sorteado ser um menino? E de ser uma menina?

Em um globo, daqueles de sorteio, foram colocadas bolinhas numeradas de
1 a 50. Uma bolinha é sorteada ao acaso. Calcule a probabilidade de ser sorteado
um numero:

a) par

b) multiplo de 3

c) multiplo de 5

d) primo

e) maior que 25

Em relacdo ao globo do exercicio anterior, hd mais chances de ser sorteada uma
bolinha que tenha um ntimero primo ou um nimero multiplo de 3?
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DESAFIO

oC Temperatura do pescado nas peixarias
15 14,0

13,2
10,5
8,9
I i
| Il 1l 1\ Vv

Associacdo Brasileira de Defesa do Consumidor (com adaptacdes).

Uma das principais causas da degradacdo de peixes frescos é a contaminacao por bactérias.
O grafico apresenta resultados de um estudo acerca da temperatura de peixes frescos vendidos
em cinco peixarias. O ideal é que esses peixes sejam vendidos com temperaturas entre 2 °C e 4 °C.
Selecionando-se aleatoriamente uma das cinco peixarias pesquisadas, a probabilidade de ela ven-
der peixes frescos na condigao ideal é igual a:

e c &
Cth U'IlH -4>|H w|»—\ MlH

=

0
~

Enem 2007. Prova amarela. Disponivel em: <http://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/provas/2007/2007_amarela.pdf>. Acesso em: 30 out. 2014.

André, Beatriz e Joao resolveram usar duas moedas comuns, nao viciadas, para decidir quem ira
lavar a loucga do jantar, lancando as duas moedas simultaneamente, uma Unica vez. Se aparecerem
duas coroas, André lavara a louca; se aparecerem duas caras, Beatriz lavara a louca; e se aparece-
rem uma cara e uma coroa, Jodo lavara a louca. A probabilidade de que Jodo venha a ser sorteado
para lavar a loucga é de:

a) 25%.

b) 27,5%.

c) 30%.

d) 33,3%.

e) 50%.

Universidade Federal do Parand (UFPR), 2012. Disponivel em: <http://www.nc.ufpr.br/concursos_institucionais/
ufpr/ps2012/provaslfase/PS2012_conhecimentos_gerais.pdf>. Acesso em: 30 out. 2014.
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< SOBRE...

O célculo de probabilidades é usado em quase todos os assuntos e campos da
ciéncia, como Meteorologia e Genética.

Sera que é importante conhecer a possibilidade de algum fendmeno acontecer?

HORA DA CHECAGEM

Atividade 1 - Exercitando probabilidades

22 > 13, portanto, é mais provavel que uma menina seja sorteada.

21 > 15, portanto, é mais provavel que um estudante que faca aniversario no 12 semestre seja
sorteado.

As chances sdao as mesmas.

a) Sao impares 1, 3 e 5; sdo pares 2, 4 e 6. Sao 3 ocorréncias de impares e 3 ocorréncias de pares;
portanto, as chances sao iguais.

b) Sao primos 2, 3 e 5; sdo compostos 4 e 6 (1 nao é primo nem composto). Sao 3 ocorréncias de
primos e 2 ocorréncias de compostos; portanto, hd mais probabilidade de sair um ntimero primo.

c) Numeros maiores que 3 sdo 4, 5 e 6; numeros menores que 3 sao 1 e 2. Sdo 3 ocorréncias de
numeros maiores que 3 e 2 ocorréncias de nimeros menores que 3; portanto, é mais provavel sair
um numero maior que 3.

4 < 6; portanto, é mais provavel sair uma bola vermelha.

A 20 > 15 > 10; portanto, ha mais chance de sair um envelope verde que um envelope cor-de-rosa;
o envelope cor-de-rosa, por sua vez, tem mais chance de sair que um envelope azul.

Atividade 2 - Calculando probabilidades

Total de bolas — 4 + 6 = 10.

P(amarela) = % =0,4 = 40%

P(vermelha) = % =0,6 =60%

P(amarelo) = % = 0,33 = 33%; P(azul) = 1—(5) =0,22 = 22%,;

P(verde) = % = 0,44 = 44,4%
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O total de estudantes é 20 + 15 = 35

P(menino) = % = 0,429 = 42,9%

2

P(menina) = c = 0,571 =57,1%

a) 25 das 50 bolinhas do globo tém numero par.

P(par) = i_g - 0,5 = 50% de probabilidade.

b) Os multiplos de 3 no globo sao 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39, 42, 45 e 48, ou seja,
16 casos em 50.

P(multiplo de 3) = ;—(6) = 0,32 = 32% de probabilidade.

c) Ha 10 multiplos de 5 no globo; séo eles 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45 e 50.

P(mltiplo de 5) = % - 0,20 = 20% de probabilidade.

d) As bolinhas do globo que tém numeros primos sdo 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,43 e
47, ou seja, 15 casos em 50.

P(primo) = % — 0,3 = 30% de probabilidade.

e) Ha 25 bolinhas com niimeros maiores que 25.

P(>25) = 2> = L _ 50% de probabilidade.
50 2 q
P(multiplo de 3) = %; P(primo) = %; como % > %, a probabilidade de sair um multiplo de 3 é

maior, embora os valores sejam préximos.

Desafio

Alternativa correta: d. Analisando o grafico, a Uinica peixaria disponivel que atende as condigoes
de temperatura é a de numero V (2,3 °C); logo, E = 1 entre as cinco peixarias pesquisadas. Entao,

P(E) = %

Alternativa correta: e. Chamando de S todos os resultados possiveis ao se lancar duas moedas,
tem-se:

S = {(cara, cara); (cara, coroa); (coroa, coroa); (coroa, cara)}

O evento E é “sair uma cara e uma coroa” para que Joao lave a loucga:
E = {(cara, coroa), (coroa, cara)}

Logo, a probabilidade de Joao ser sorteado para lavar a louga sera de:

2
P(E) = = =50%
® =2

115
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Roletas e probabilidades geométricas TEMA 2

Neste tema, por meio de conceitos geométricos conhecidos e jogos de roleta,
vocé vai aprofundar a aprendizagem das probabilidades.

‘ 7 O QUE VOCE JA SABE?

Vocé ja viu algum filme ou programa de TV em que as pessoas vao a cassi-
nos para jogar na roleta? Na maior parte das vezes, elas ganham ou perdem?
Por que serda?

\_~ Uso daGeometria em Probabilidade

Existem jogos como langar dardos ao alvo ou fazer girar uma roleta, como a
da imagem a seguir, em que, dando um “peteleco” em um ponteiro mével, ele
gira e, depois, para em alguma regiao.

© Daniel Beneventi

|

=

Vocé vai estudar agora a probabilidade de o ponteiro parar em determinada
regiao da roleta.

Para movimentar o ponteiro de uma roleta, basta empurrar sua ponta. O que
vocé acha que pode acontecer?

Se a roleta nao tiver problema técnico, é de se esperar que, a medida que se
aumenta o nimero de jogadas, exista certo equilibrio na localiza¢do do ponteiro
nas quatro regioes (veja a imagem anterior), que tém igual probabilidade de parada
do ponteiro.

Como o circulo da roleta é simetricamente distribuido, e cada regidao ocupa exa-
tos 25% da superficie, deve-se esperar que, para um numero alto de jogadas, o
ponteiro pare cerca de 25% das vezes em cada regido. Assim, pode-se dizer que as
chances de o ponteiro da roleta parar na regiao amarela, vermelha, azul ou verde
sao iguais, ou seja, 25% para cada cor.

117
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© Daniel Beneventi

25% 25%

25%

Considere agora esta outra roleta:

© Daniel Beneventi

Em que regido vocé acha que o ponteiro tem mais chances de parar?

Analise as partes da roleta e tente expressar, em porcentagem, qual é a proba-
bilidade de que o ponteiro pare nas regioes amarela, azul e vermelha.

Se tiver a oportunidade de reproduzir o jogo e repetir a experiéncia varias
vezes, chegara a resultados préoximos dos seguintes: regiao amarela: 50% de proba-
bilidade (pois ocupa metade da superficie da roleta); regioes azul e vermelha: 25%
de probabilidade cada uma.

Se vocé quiser calcular a probabilidade de o ponteiro parar na regiao vermelha
ou na regiao amarela, basta levar em consideracao as duas regides da imagem: a

vermelha, que ocupa % da superficie da roleta; e a amarela, que ocupa % dela. A

probabilidade de o ponteiro parar em qualquer uma dessas duas regides é de 75%.

LEMBRE!
A cada porcentagem, pode-se associar um numero fracionario e vice-versa:
1 1
50% = — 25% = —
% 5 % 4

Nesses exemplos, a probabilidade de o ponteiro parar em determinada regido é
proporcional a area da regiao.
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Imagine um alvo como o da figura a seguir, formado por 5 regides.

© Daniel Beneventi

DICA!

Calcule antes a area de cada
regido indicada.

Ao atirar um dardo aleatoriamente no alvo, qual é a probabilidade de o dar-
do acertar:

a) areglao A?

b) a regido B?

c) a regiao C?

d) a regiao D?

e) aregiao E?

f) as regides A ou B?

g) as regides C, D ou E?
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h) as regides A, C ou D?

i) asregides B ou E?

Considere a roleta ilustrada a seguir, com um ponteiro preparado para gi-
rar livremente.

© Daniel Beneventi

120°

Apds um toque, qual é a probabilidade de o ponteiro parar:

a) na regiao A?

b) na regiao B?

c) na regiao C?

d) nas regioes A ou B?

e) nas regioes A ou C?
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f) nas regides B ou C?

O tabuleiro a seguir é formado por 9 regides.

© Daniel Beneventi

Ao atirar ao acaso uma pedra sobre o tabuleiro:

a) Qual é a regido em que a pedra tem maior probabilidade de cair?

b) Quais sao as regides com menor probabilidade de a pedra cair?

Um jogo é formado por um tabuleiro em formato hexagonal, como na figura
a seguir.

© Daniel Beneventi

- Na primeira etapa, cada jogador, alternadamente, escolhe uma regiao (cor).
- Na segunda etapa, jogam um punhado de 100 feijoes sobre o tabuleiro.
« Ganha o jogador que tiver o maior numero de feijoes em cada regidao escolhida.

a) Qual é a regido que tem probabilidade de receber o maior nimero de feijoes?

b) Qual é a regidao que tem probabilidade de receber o menor nimero de feijoes?
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Uma fabrica produz sucos com os seguintes sabores: uva, péssego e laranja. Considere uma
caixa com 12 garrafas desses sucos, sendo 4 garrafas de cada sabor. Retirando-se, ao acaso, 2 gar-
rafas dessa caixa, a probabilidade de que ambas contenham suco com o mesmo sabor equivale a:
a) 9,1%

b) 18,2%
c) 27,3%
d) 36,4%

Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UER]), 2011. Disponivel em: <http://www.vestibular.uerj.br/portal_vestibular_uerj/
arquivos/arquivos2011/provas_e_gabaritos/1eq/2011_leq_ciencias_natureza_mat_tecnologias.pdf>. Acesso em: 30 out. 2014.

( =
7 VOCESABIA?

A ideia de probabilidade é mais antiga do que se pensa. Estudos sobre culturas da Antiguidade
indicam a presenca de varios tipos de jogos em povos antigos como os babildnios, os egipcios,
os astecas e os vikings.

Mas os primeiros estudos que levaram a uma teoria matematica sobre Probabilidade surgiram
no século XVII, com uma troca de correspondéncias entre os franceses Blaise Pascal (1623-1662)
e Pierre de Fermat (1601-1665), que discutiam sobre determinado problema.

Conta-se que, durante uma viagem pelo interior da Franga, Pascal encontrou um aficionado
por jogos de dados. O jogador queria saber de Pascal como deveria ser dividida certa quantia
em dinheiro, caso um jogo, com varios lances programados, tivesse que ser interrompido antes
do tempo. Pascal se interessou pelo problema e o desenvolveu com Fermat por meio de troca
de correspondéncia.

De 14 para c3, a teoria das probabilidades desenvolveu-se, e hoje é aplicada em praticamente
todos os campos do conhecimento cientifico.

MOMENTO q
CIDADANIA
Cuidado com os jogos de loteria!

Diariamente vocé é bombardeado por propagandas de TV com propostas para
ficar rico da noite para o dia, sem muito esforco. Essa venda de felicidade facil,
por meio de loterias, concursos e carnés do tipo “aposte e ganhe”, nao informa
aos telespectadores as reais condicoes de ganhar o que é ofertado. O fato é que,
na maioria das vezes, a chance de ganhar na loteria, ou nesses tipos de sorteio,
é quase nula.
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Reflita sobre um caso de loteria esportiva: imagine quais sao as chances de se
acertar o resultado - vitéria, empate ou derrota - em um simples jogo de futebol
entre locais x visitantes. Sé ha 3 resultados possiveis: vitéria dos locais (portanto,
derrota dos visitantes); empate; derrota dos locais (portanto, vitéria dos visitantes).

Suponha uma “loteria” em que vocé so tenha que acertar o resultado entre vito-
ria (1), empate (x) e derrota (2), ndo importando o placar nem as condicdes de cada
time. Supondo que os times tenham o mesmo desempenho, as chances de qual-

quer resultado é de %, ou seja, de 33,33%. Mas, se o numero de partidas aumentar,

o numero de combinacdes fica maior também. Por exemplo, se forem dois jogos,
podem ocorrer os seguintes resultados:

Jogo 1: coluna 1, do meio ou coluna 2 (3 resultados).
Jogo 2: coluna 1, do meio ou coluna 2 (3 resultados).

Se o0 jogo 1 terminar com a vitéria do time local, hd 3 combinagdes possiveis
com 0 jogo 2:

Jogo 1 Jogo 1 Jogo 1

Jogo 2 Jogo 2 Jogo 2

Se 0 jogo 1 terminar empatado, ha 3 combinacdes possiveis com o jogo 2:

1| x| 2 1| x| 2 1| x| 2
Jogo 1 Jogo 1 Jogo 1

Jogo 2 Jogo 2 Jogo 2

E, se 0 jogo 1 terminar com derrota do time local, ha 3 combinacdes possiveis
com 0 jogo 2:

Jogo 1 Jogo 1 Jogo 1
Jogo 2 - Jogo 2 Jogo 2

A combinacao dos dois jogos tem 3 - 3 = 9 resultados possiveis.

Em uma loteria esportiva com 13 jogos, por exemplo, o numero de resultados
possiveis é:

3%=3.3.3.3.3.3-3.3.3-3.3.3-3=1.594.323

As chances de alguém acertar um resultado que combine os 13 jogos é de

1

—————— =0,0000006. Ou seja, praticamente zero.
1.594.323
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Para ter uma ideia, a probabilidade de um individuo ganhar sozinho o prémio
da Mega-Sena é de 1 em 50.063.860.

Essa probabilidade é ainda 30 vezes menor que ganhar na loteria esportiva.

Dessa forma, como vocé ja tem nocoes de probabilidade, agora sabe que tal
possibilidade é praticamente nula.

HORA DA CHECAGEM

Atividade 1 - Probabilidade e dreas

a) O quadrado grande tem 100 quadradinhos. A regido A tem 6 - 6 = 36 quadradinhos.
P(A) = % = 0,36 = 36% de chances de o dardo acertar a regido A.

b) A regido B tem 4 - 6 = 24 quadradinhos. P(B) = % = 0,24 = 24% de chances de o dardo acertar a

regiao B.

c) Aregidao C tem 2 - 6 = 12 quadradinhos. P(C) = % = 0,12 = 12% de chances de o dardo acertar a

regiao C.

d) A regido D tem o mesmo numero de quadradinhos que a regiao C; P(C) = P(D) = 12 0,12 =12%

de chances de o dardo acertar a regiao D. 100

e) Aregiao E tem 4 - 4 = 16 quadradinhos. P(E) = % = 0,16 = 16% de chances de o dardo acertar a

regiao E.

f) As regioes em questao (A ou B) tém 36 + 24 = 60 quadradinhos. P(A ou B) = % = 0,60 = 60% de

chances de o dardo acertar as regides A ou B.

g) As regioes em questao (C, D ou E) tém 12 + 12 + 16 = 40 quadradinhos. P(C, D ou E) = % =0,40 = 40%

de chances de o dardo acertar as regides C, D ou E.

h) As regioes em questdo (A, C ou D) tém 36 + 12 + 12 = 60 quadradinhos. P(A, Cou D) = % = 0,60 = 60%
de chances de o dardo acertar as regides A, C ou D.
i) As regides em questao (B ou E) tém 24 + 16 = 40 quadradinhos. P(B ou E) = % = 0,40 = 40% de

chances de o dardo acertar as regioes B ou E.

A regiao A (amarela) corresponde a % do circulo (120° = % de 360°); a regiao B (azul), a
% do circulo (60° = % de 360°); e a regido C (rosa), a % do circulo (180° = % de 360°).

1

a) P(A) = = 0,333... = 33,33% de probabilidade de o ponteiro parar na regiao A.
1

b) P(B)

= 0,1666... = 16,66% de probabilidade de o ponteiro parar na regido B.
c) P(C) = 0,50 = 50% de probabilidade de o ponteiro parar na regiao C.

d) P(A ou B) = 0,50 = 50% de probabilidade de o ponteiro parar nas regides A ou B.
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e) P(AouC) =P(A) + P(C) = % + % = % =0,8333... = 83,33% de probabilidade de o ponteiro parar nas
regioes A ou C.

f) P(BouC)=P(B) + P(C) = % + % = % = % = 0,666 = 66,66% de probabilidade de o ponteiro parar nas

regioes B ou C.
a) Na regido de maior area: 5.

b) Nas regidoes de menor area: 1, 3, 7 ou 9. As regides 1, 3,7 e 9; 4 e 6; 2 e 8 tém, entre si, a mesma
probabilidade de receber a pedra.

a) A regiao que tem probabilidade de receber o maior nimero de feijoes é a
que tem a maior area (amarela).

© Daniel Beneventi

b) A regido que tem probabilidade de receber o menor nimero de feijoes é
a que tem a menor area (vermelha).

Desafio

Alternativa correta: c. Seja S o espago amostral, entdao S = 12 garrafas.

Pegar da caixa garrafas de sucos de mesmo sabor significa retirar: 12 garrafa de suco de uva e
22 garrafa de suco de uva; 12 garrafa de suco de péssego e 22 garrafa de suco de péssego; ou 12 gar-
rafa de suco de laranja e 22 garrafa de suco de laranja. Portanto:

P(12 e 22 garrafas de sucos de mesmo sabor) = 4.3 (12 retirada: 4 garrafas de uva entre 12;

12 11
22 retirada: sobraram 3 garrafas de uva entre 11, ja que nao ha reposicao na caixa)
Com os outros sabores ocorre a mesma probabilidade, ja que o nimero de garrafas de cada sabor é
o mesmo (4). Entdo, basta multiplicar por 3:

i . i .3 = i ou 27,27% = 27,3%
12 11 132

\’{/\ Registro de duvidas e comentarios
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TRIGONOMETRIA: PRIMEIRAS IDEIAS
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= TEMAS

1. Trigonometria do triangulo retangulo
2. Relacdes no ciclo trigopnométrico

Introducdo

Desde a Antiguidade, astronomos e gedmetras estudam as propriedades dos
triangulos para resolver problemas, sobretudo os que possibilitam determinar
medidas inacessiveis, por exemplo, a medida do raio da Terra, a distancia da Terra
a Lua, a largura de um rio ou a altura de uma montanha.

A base para esses estudos foi a semelhanca de tridngulos, cujo desenvolvi-
mento levou a criagdo de uma area da Matematica chamada Trigonometria.

Estaca em
Alexandria

Raios solares

Pogo em Siena

RepresentacGes fora de escala. Cores-fantasia.

Ve

MATEMATICA

© Daniel Beneventi

© Hudson Calasans
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TEMA 1 Trigonometria do triangulo retangulo

Neste tema, serao abordados assuntos relativos aos tridngulos retangulos, as
semelhancas que ha entre eles, as relagdes entre angulos e seus lados e sera reto-
mado o Teorema de Pitagoras.

F'e 00QUE VOCE JA SABE?

Repare nas escadas que vocé vé no dia a dia. Vocé percebe que uma escada,
o solo e a parede préximos a ela formam um tridngulo retangulo? Os angulos
internos desse tridngulo permitem determinar o comprimento da escada. Vocé
sabe como?

Da semelhanca de triangulos a Trigonometria do triangulo retanqulo

Atualmente, os problemas de medicdes indiretas, ou seja, aquelas que pos-
sibilitam determinar distancias inacessiveis, sdo resolvidos com tecnologia de
ponta, como nos sistemas de GPS, controlados por computadores e conectados
em satélites e instrumentos de precisao, como os teodolitos utilizados por top6-
grafos e agrimensores.

Satélites de GPS

Antenas de

~

Servidor local

Entretanto, o principio utilizado na programacao desses computadores é o
mesmo desenvolvido pelos gregos hd mais de dois milénios, com base na seme-
lhanga de tridngulos e na Trigonometria.

© Daniel Beneventi
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Veja como isso funciona analisando os tridngulos retangulos na figura a seguir:

e

© Sidnei Moura

3 I s N s S Y B
A C
Semelhanca em triangulos retangulos.

(0]

Nessa figura, pode-se observar varios triangulos retangulos que sao seme-
lhantes, em especial os triangulos OAB e OCD. O que esses triangulos tém em
comum sao os angulos internos: o angulo reto; o angulo a, que € comum; e o ter-
ceiro angulo, que, para complementar 180°, tem que medir 90° - a. Por exemplo:
se a = 30°, o terceiro angulo mede 60°.

Uma vez que sao tridngulos semelhantes, a razdo entre seus lados correspon-
dentes é constante. Pode-se considerar, por exemplo, a seguinte relagao entre os
catetos, tendo como referéncia o angulo a:

catetooposto _ AB _ CD
cateto adjacente OA OC

Partindo dessa mesma figura, podem ser observadas outras razoes:

cateto oposto  AB _ CD
hipotenusa OB OD

cateto adjacente _ OA _ OC
hipotenusa OB OD

Observe que as medidas dos lados (catetos e hipotenusa) variam; o que nao
varia é o angulo formado pelos lados OA e OB e pelos lados OC e OD. E esse dngulo
a que determina o valor das razoes acima.

Diz-se que as razoes entre catetos e hipotenusa ou entre os dois catetos € uma
funcdo do angulo a. Os matematicos denominaram essas funcoes de fungoes tri-
gonométricas, das quais as principais sao as fung¢oes seno, cosseno e tangente de
um angulo.
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Seno e cosseno de um angulo

Para entender essas relacgoes, considere o tridngulo ABC a seguir.

C

Os vértices de um
poligono sao represen-
tados por uma letra
maiuscula. Quando
essa letra recebe um
acento circunflexo, ela
passa a se referir ao
angulo do vértice.

© Sidnei Moura

Nele, o seno é determinado por:

sen x = CAtetooposto , oo g b o gen - C (1)
hipotenusa a a
E o cosseno por:
cos x = cateto adjacente | . ,cB8-C o cosC = b (1)
hipotenusa a a

Sobre essas relagoes, cabem algumas consideragdes importantes. Como se trata
de um tridngulo retangulo, a soma dos angulos é:

A+B+C=180°
Mas o angulo A é reto, portanto:

90° + a + B = 180°
Conclui-se que a + B = 90°.

Quando a soma de dois angulos é um angulo reto, eles sdo chamados angulos
complementares, como no caso de 30° e 60° ou de 72° e 18°.

sen x = cos (90° - x)
cos x = sen (90° - x)

Agora, volte e compare as razoes indicadas em (I) e (II) relacionadas ao trian-
gulo ABC. Veja que:

sen B = cos €

sen C = cos B
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Essas relacoes foram utilizadas pelos gedmetras para determinar medidas de
triangulos retangulos com base apenas na informacao sobre a medida de um lado
e de um angulo.

Na figura a seguir, a hipotenusa mede 9 cm e o dngulo C mede 30°. Conhecidas essas

medidas, pode-se determinar as medidas dos catetos x e y. Como isso é possivel?
B

© Sidnei Moura

. 300
A y c

Os geOmetras construiram tabelas de razoes de senos, cossenos e tangentes
com base em medidas. Um exemplo delas é:

Angulo Seno Cosseno Tangente
30° 0,5 0,86603 0,57735
31° 0,51504 0,85717 0,60086
32° 0,52992 0,84805 0,62487
33° 0,54464 0,83867 0,64941
34° 0,55919 0,82904 0,67451
35° 0,57358 0,81915 0,70021
36° 0,58779 0,80902 0,72654
37° 0,60182 0,79864 0,75355
38° 0,61566 0,78801 0,78129
39° 0,62932 0,77715 0,80978
40° 0,64279 0,76604 0,8391
41° 0,65606 0,75471 0,86929
42° 0,66913 0,74315 0,9004
43° 0,682 0,73135 0,93252
44° 0,69466 0,71934 0,96569
45° 0,70711 0,70711 1
46° 0,71934 0,69466 1,03553
47° 0,73135 0,682 1,07237
48° 0,74315 0,66913 1,11061
49° 0,75471 0,65606 1,15037
50° 0,76604 0,64279 1,19175
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Adiante, vocé conhecera outras tabelas com valores para cossenos e também
para a razao entre os catetos. Por enquanto, pode ver na tabela agora apresentada
que: sen 30° = 0,5 e cos 30° = 0,866.

Pela definicdo de seno [ C2LeTO OPOSTO | 1o ge.
hipotenusa

sen30°=§=0,5=>x=9~(O,5)=4,5cm

cateto adjacente ).
hipotenusa

Pela definicao de cosseno <

cos 30° = 391 = 0,866 = y =9 - (0,866) = 7,794 cm

Tangente de um angulo

Outra funcao muito utilizada é a fungao tangente, definida como a razao entre

os catetos oposto e adjacente.

tgx = cateto oposto
cateto adjacente

Na figura em que se demonstrava a semelhanca em tridngulos retdangulos (p. 129),

VOCE Viu que AB _ CD
OA OC

Acompanhe agora a utilizagao dessa relagao para determinar a medida da hipo-

tenusa no tridngulo a seguir.

@

© Sidnei Moura

j 37°

A ) C

Consultando a tabela anteriormente apresentada com as razoes de senos, cos-
senos e tangentes, vé-se que tg 37° = 0,75. Portanto:

tg37°:§:0,75=>c:8-(0,75):6cm
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Veja um exemplo de aplicacao desse conceito.

Um botanico interessado em descobrir o com-
primento da copa de uma arvore fez as observa-
coes indicadas na figura ao lado a partir de um
ponto no solo.

Para determinar o comprimento H, ele con-
siderou a altura do solo até o inicio da copa da
arvore como sendo X. Portanto, a altura total da
arvore seria x + H. Sabendo-se que tg45°=1¢e

tg 60° = V3 e considerando V3 = 1,7, bastou apli- - om
car a razao trigonométrica da tangente para des-
cobrir que a altura da copa era 7 m.

X

tg45° = X 51=% 5 x =10 m = (is6sceles)
10 10

tg60°=101'6H=>\/§=101—'8H=>H+10=10\/§:>

> H=10(1,7)-10=17-10=7m

ATIVIDADE Resolucso de triangulos

Observe a figura. Sabendo que a medida AB = 4 cm, BC// DE e BD
mine o valor dey.

450 [-]

= 6 cm, deter-

© Daniel Beneventi
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Os triangulos ABC e ADE, a seguir, sao semelhantes. Considerando AB = 8 cm,
AD =12 cm e DE = 7,5 cm, determine a medida x.

E

7,5

Na figura a seguir, BC = BD = x, AD = z e DE = y. A expressao da medida do
cateto DE é:

A - 5 B X FD
_ 5+x
a)y= c
b)y:5+x
yA
X + 5%?
C =
)y c
d) _ 5x +x°
5
&) y=—2




© Sidnei Moura

UNIDADE 5 I 135

A Na figura a seguir, BC // DE. Determine o valor de BD =y.

E

10,5

Observando a figura, determine o valor da tg 27°.

© Sidnei Moura

27°

[A Com base na figura apresentada a seguir, determine o valor do seno, do cosseno

e da tangente de 37°.

B

© Sidnei Moura

37°

-]
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Os catetos de um triangulo retdngulo medem 8 cm e 15 cm. Determine o valor

© Sidnei Moura

do seno de cada angulo agudo desse tridngulo. Caso sinta necessidade, desenhe o
triangulo retangulo antes de fazer os calculos.

Bl Nos itens a seguir, b e ¢ representam os catetos de tridngulos retdngulos.
Determine o seno do menor angulo agudo de cada triangulo. Caso sinta necessi-
dade, desenhe os tridangulos retangulos antes de fazer os célculos.

a)b=12cmec=5cm

b)b=24cmec=7cm

c)b=12cmec=16cm

El Determine o valor de x no tridngulo a seguir.

300 f

A 100
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Um homem de 1,75 m de altura observa o topo de um edificio conforme o
esquema a seguir. Seus olhos estao 10 cm abaixo do topo de sua cabecga e ele pode
caminhar em diregao ao prédio e determinar a distancia b. A altura do prédio é:

© Daniel Beneventi

175 m[& by

a) 1,65 + b cos «
b) 1,75 + b cos a
c)1,65+atga
d)btga+ 1,65

e)1,75+btga
HORA DA CHECAGEM

Atividade 1 - Resolucdo de triangulos

Os triangulos ABC e ADE sio semelhantes; os angulos DEA e BEA medem 45°. Logo, AB = BC = 4 cm,
pois os triangulos sdo isésceles e retangulos.

AB AD 4 _4+6

y=DE, —=—;AD=AB + BD; — = =y=10
BC DE 4
-AB AD 8 12 8-7,5
— =>—=——=x=—"""=5¢cm
DE  x 7,5 12

Alternativa correta: d.

© Sidnei Moura

AB _ AD ,mas AB=5BC=%x,DE=ye AD=AB+BD=z=5+x
BC DE ’
i=5+_x=5y=x(5+x)=5x+x2:
X y
5X + X°
= y=

5
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[~

AB _AD 1 14y 105
- = — = =1 =—=35=vy=25
105 BC ~ DE 3 105 TY=73 =Y =45
C
3
A —E'D
18y
e cateto OpOStO 97° =2 — 1 _ 0’5

~ cateto adjacente
A Aplicando o teorema de Pitdgoras, o valor da hipotenusa é:
3?1+42=x>=>x>=9+16=25=>x=V25=5

sen 37° = cateto oposto _ 3 _ 0,6
hipotenusa 5

cateto adjacente _ 4 _ 0,8

cos 37° = :
hipotenusa 5

tg 37° = cateto oposto _3_ 075
cateto adjacente 4

Observe que (0,6)? + (0,8)* = 0,36 + 064 = 1 (adiante vocé conhecerd a relacdo sen? x + cos® x = 1).

Aplicando o teorema de Pitdgoras, obtém-se 8% + 15% = a’ = a? = 64 + 225 =289 = a =289 = 17

Logo, sen a = L] =0,47,sen 3 = = = 0,88.
17 17

B Em todos os casos, aplica-se o teorema de Pitdgoras para determinar o valor da hipotenusa;
o menor angulo agudo é o oposto ao menor cateto.

a) 12?+5°=a’=a’=144+25=169 = a = V169 =13

sena= > =038
13

© Sidnei Moura

b) 24?+7?=a’=2a’=576+49 =625 =a =625 =25
senoc=l=0,28
25

€ 122+16%=a’=a’ = 144 + 256 = 400 = a = V400 = 20

sena=1 =0,6
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X X
tg30° =X 5058 = X x =58
El 100 100

Alternativa correta: d. A altura H do prédio é igual ao cateto oposto ao dngulo a somado a
altura da linha dos olhos do homem (1,75 - 0,10 m) = 1,65 m.

tga:%zh:b-tga

Logo:H=b-tga+ 1,65

ﬂ\
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TEMA 2 Relacdes no ciclo trigopnométrico

Neste tema, os conhecimentos adquiridos sobre seno, cosseno e tangente serao
ampliados e vistos de outra perspectiva.

‘ 9 O QUE VOCE JA SABE?

Vocé ja reparou que os ponteiros do relégio passam varias vezes pelos mesmos
numeros e marcam ora o horario da manh3, ora o horario da noite?

Sera que ciclos como esses, com eventos que se repetem inimeras vezes, estao
relacionados com Trigonometria?

Ciclo trigopnométrico

Imagine uma circunferéncia de raio igual a 1, orientada no sentido anti-ho-
rario, e dois eixos perpendiculares que passam pelo centro da circunferéncia e
pelos pontos A e B.

O eixo horizontal que passa por O e A (como o eixo das abscissas que vocé
estudou em funcgdes e Geometria Analitica) serd chamado de eixo dos cosse-
nos, e o eixo vertical que passa por O e B (estudado como eixo das ordenadas)
serd chamado de eixo dos senos (vocé entenderd melhor essa nomenclatura a
seguir). Esses dois eixos definem 4 quadrantes, contados no sentido anti-hora-
rio a partir do ponto A.

Considere agora um v}
ponto P da circunfe- 14t
réncia; o segmento OP 12

define com o eixo dos
cossenos um angulo a.

Qualquer ponto do
1° quadrante determina
um angulo entre 0° e "
90°; se o ponto esta no 2 08 05 04 w02 O o & 2 e 1e s 2
2° quadrante, ele é maior | N
que 90° e menor que
180°. Chama-se esse sis-
tema de eixos e circunfe-
réncia orientada de ciclo
trigonométrico. Ciclo trigonométrico.

© Sidnei Moura
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No ciclo trigonométrico representado, o ponto P no 1° quadrante determina
o angulo a = 30°. Observe na figura que os pontos O, P e P’ definem um tridngulo

retdngulo cuja hipotenusa mede 1.

Considerando as defini¢coes de seno e cosseno:

cateto oposto _ PP° PP _ pp’

hipotenusa Oop 1

Sen a =

O seno do angulo a é a medida do segmento PP’

Veja que PP’ = OP” (no eixo vertical).

cateto adjacente _ OP’ _ OP’ _ .,
, == =" -0P
hipotenusa OP 1

Cos a =

O cosseno do angulo a é a medida do segmento OP’ (no eixo horizontal):

A . ’Jr"
pr

© Sidnei Moura

el
I
y

\
sena;

a pP' A
0 cos a

Aplicando o teorema de Pitadgoras ao triangulo OPP’, tem-se que:

(sen x)? + (cos x)? =12

IMPORTANTE!

Em livros didaticos e provas de vestibular, essa
relacao pode ser expressa da seguinte maneira:

sen?x + cos’x = 1

Isso quer dizer que, conhecendo-se o valor do seno de um angulo (ou arco),
é possivel calcular o valor do cosseno desse mesmo angulo (e vice-versa). Como
exemplo, acompanhe o calculo do seno e do cosseno dos angulos 30°, 45° e 60°,

chamados de dngulos notaveis.
Primeiro, vocé vai calcular o seno e o cosseno de 30° e 60°.

O tridngulo equilatero tem todos os lados e angulos com mesma medida (veja
o tridngulo ABC representado a seguir). Como a soma das medidas dos angulos
internos de um triangulo é igual a 180°, cada angulo do tridngulo equilatero mede

60° (180° =+ 3).

141
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C
60° 60° 60°
B A —I B

A D

© Sidnei Moura

Observe que a altura DC (perpendicular a base AB) divide o segmento AB em
duas partes iguais. Isso quer dizer que AD = DB.

O segmento DC também bissecta o angulo ACB, ou seja, divide-o em dois angu-
los iguais. Assim, o dngulo DCB mede 30° (60° + 2).

O triangulo DCB é a figura que se procurava, cujos angulos internos medem 30°,
60° e 90°.

Considere que os lados do triangulo equilatero ABC medem 1. Aplicando o teo-
rema de Pitadgoras ao tridngulo DCB, tem-se:

2 \ )
h?+ =1
4
! h=1-+=3
h 4 4
h2=23
4
60°
A -]
1 D

g hzgzﬂzﬂ

Agora, vocé pode usar o que sabe sobre seno e cosseno para encontrar os valo-
res de sen 30°, cos 30°, sen 60° e cos 60°.

e C 1
- catetooposto _ DB _ 72 _ 1
5 sen 30° = —— = — =
2 hipotenusa BC 1 2
© . \/?
cos 30° — cateto adjacente _ CD _ 72~ _ V3
hipotenusa B 1 2
V3
sen 60° — catetooposto _CD _ 77~ _ V3
hipotenusa BC 1 2
cos 60° = cateto adjacente _ DB _ 1 _1
hipotenusa BC 1 2
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Agora falta calcular o seno e o cosseno do outro angulo notavel: 45°. Para isso é
preciso explorar uma figura geométrica conhecida na qual ele aparece: o quadrado.

Observe o quadrado ABCD. A diagonal d e os lados x determinam triangulos
retangulos isésceles, como o tridngulo ABC, com um angulo reto em B e os dngulos
A =C=45.

Aplicando o teorema de Pitagoras, obtém-se uma relacao entre a diagonal e as

medidas dos lados: d2=2x2:>x:d'2\/7

D Cg
as0 |

d 2d2:> 2 a2 d d.V2  a.V2

X" =" X = E—— =] =] =]

X e IR e M
450 |—
A X B

No ciclo trigonométrico, a diagonal mede 1 (raio da circunferéncia) e os lados

AB = cos 45° e BC = sen 45°.

© Sidnei Moura

450

sen4s50

45° |—

A cos 45° B

o1

e d = 1, entdo se conclui que: sen 45° = cos 45° = =0,71.

Como x =

V2
2
(Note que 0,71 é uma aproximacao do valor 0,70711, que aparece na tabela com as
razoes de senos, cossenos e tangentes apresentada no Tema 1.)

Por fim, vocé descobrird mais uma relacao fundamental partindo da definicao

da tangente de um angulo no tridngulo retangulo.
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No ciclo trigonométrico, o eixo das tan-
gentes é o eixo perpendicular ao segmento
145 OA (eixo dos cossenos) pelo ponto A.

o \ A tangente é definida como a medida
\ do segmento AT, sendo que o ponto T é a
intersecgao do eixo das tangentes com a
reta que passa por O e P.

tga

sen a

tg o = cateto oposto  _ AT
cateto adjacente  OA

No entanto, os triangulos OPP’ e OTA sao semelhantes, portanto seus lados sao
proporcionais:

PP' _ AT _sena _ tga
= =

OP' OA COS o 1

sen x
COS X

tgx =

Pode-se agora calcular a tangente dos angulos 30° e 60°:

. 300_sen300_i_ﬁ

g _c03300_‘/7§_ 3
{3

o_ Seno6o® _ 3 _ 3

tg 60 cos 60° % 3

P 3\
P ASSISTA

Matematica — Volume 3

Introdugdo a Trigonometria

Em um passeio por um parque de diversoes, a personagem desse video retoma conceitos

importantes, como angulos e lados de um tridngulo, e mostra como eles estdo relacionados
com a Trigonometria.
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ATIVIDADE RelacBes trigonométricas

Observe o ciclo trigonométrico apresentado no inicio deste tema e determine os
valores dos senos, cossenos e tangentes a seguir.

a) sen 0°

b) cos 0°

c) tg0°

d) sen 90°

e) cos 90°

Indique as alternativas corretas sobre a tangente de 90°.

a) Nao existe porque, se o angulo é 90°, a reta OP coincide com o eixo dos senos e
nunca interceptard o eixo das tangentes, pois as duas retas sao paralelas.

sen x

b) Se o angulo € igual a 90°, sen 90° = 1 e cos 90° = 0. Como a tangente é e
X

a
~ .1 e . " o
razao é o’ que nao é definida, pois nao é permitida a divisao por zero.

c) Em um triangulo, nao pode haver dois angulos retos.

Sabendo que sen 45° = cos 45°, determine o valor da tg 45°.

B3 Sabendo que sen x = 0,6, determine o valor de cos x e tg x.

DICA!

Para esse exercicio, use as duas relagoes fundamentais:

sen x

senx’+cosx’=letgx=
cos x
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Qual é o angulo em que os valores de seno e cosseno sao iguais? Explique sua

resposta.

@ Sabendo que a é um angulo do 1° quadrante e que cos a = l:
q g q q 4

a) determine o valor de sen a;

b) calcule tg a.

Use as relacgoes trigonomeétricas para encontrar as medidas do lado menor e da
diagonal do retangulo cujo cateto maior mede 12 cm, sabendo que sen 20° = 0,34.

D C

© Sidnei Moura

200 |_

12

Bl Determine a medida de x em cada caso. Use as seguintes aproximagoes:

sen 30° =0,5 e sen 60° = 0,87.
LEMBRE!

Se a + B =90° (angulos complementares),
entao sen o = cos f.

60°

© Sidnei Moura
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60°

© Sidnei Moura

-]

8cm

S'\
J PARA SABER MAIS

Lei dos senos e lei dos cossenos

Ha problemas que envolvem angulos maiores que 90°, como no caso de um

triangulo obtusangulo. .

© Sidnei Moura

B
Mas hd métodos que possibilitam resolver esses problemas com triangulos.
Basta ver que o triangulo obtusangulo ABC tem seus lados relacionados com os

lados de dois triangulos retangulos ADC e BCD.

© Sidnei Moura

1200

A D
B

Dessas relagoes, surgiram outras. Algumas bem conhecidas sao a lei dos senos

e a lei dos cossenos.
« Lei dos senos — Em geral, é aplicada a triangulos acutangulos.

a _ b _ «c
senA senB senC

Os lados sao proporcionais aos senos dos angulos.
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Sabendo a medida dos angulos e do lado entre eles, é possivel determinar a
medida do outro lado.

© Sidnei Moura

Veja um exemplo de aplicagao:

u
5
3
=
C g
2
9
&
©

A B

Nesse tridngulo, sdo conhecidos os angulos A = 45° e B = 60° e a medida do
lado a = 10 cm. Usando a lei dos senos, é possivel calcular a medida do lado b.
Para isso, deve-se consultar uma tabela semelhante aquela apresentada no Tema 1,
com os valores de senos, cossenos e tangentes. Para os senos de 45° e 60°, os
valores aproximados sao:

sen 45°=0,71
sen 60° = 0,87

Aplicando a lei dos senos:

a _ b 0 __ b 10 _ b _y_87 1595

s ~ > =
senA senB sen45° sen60° 0,71 0,87 0,71

Considerando que o angulo C mede 75°, pois 45° + 60° + C = 180°, e usando o
mesmo raciocinio, é possivel obter a medida do lado AB.
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« Lei dos cossenos — Em geral, é aplicada a tridngulos obtusangulos.
a?=b?+c*-2-b-c-cos A
Sabendo a medida de dois lados e do angulo entre eles, € possivel determinar

a medida do lado oposto.

C

© Sidnei Moura

Veja um exemplo de aplicacgao:

C

© Sidnei Moura

b=4cm
120°

= c=8cm

Nesse triangulo, sao conhecidas as medidas dos ladosb=4cmec=8cm, e
do dngulo A = 120°. Usando a lei dos cossenos, determina-se a medida a do lado

oposto ao dngulo A:
a’=b*>+c>-2-b-c-cos 120°
Ao substituir pelos valores conhecidos, tem-se:
a’?=4%?+8%-2-4-8-cos 120°

Consultando uma tabela com as razdes de senos, cossenos e tangentes, obtém-

-se o valor de cos 120° =-0,5.

a’?=4>+8-2-4-8-(-0,5)=16+64—-(-32) =16 + 64 + 32 = 112
a?=112 = a=v112 = 10,6

O lado a mede 10,6 cm.
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© Sidnei Moura

0,5

a=120°
A Observe que os tridngulos OAP e OA’P’ sao con-

05 Tx gruentes; logo, AO = A’O. Entdo, o valor de
cos 120° =-cos 60° =-0,5.

A\

PENSE

"V SOBRE...

e@
A partir do século XVII, as razodes trigonométricas eram calculadas com régua,
compasso, lapis e papel, ou se consultava uma tabela.

As tabelas foram muito utilizadas até os anos 1980. Mas, agora, com a maior
disponibilidade das calculadoras cientificas e das calculadoras dos computadores,
que tém teclas especiais relacionadas a Trigonometria, os valores de seno, cosseno
e tangente podem ser obtidos de maneira mais rapida e precisa.

y Angulos notaveis
: ~fngulol 4, 45° 60°
B Razao
1 V2 V3
sen Ve Vo
2 2 2
V3 V2 1
cos = Al
2 2 2
3
tg 3 1 V3
Calculadora cientifica. 3

Atualmente, a maioria dos cdlculos trigonométricos necessarios em variadas
areas profissionais — Topografia e Agrimensura, Fisica e Astronomia etc. — é reali-
zada com uso de sofisticados programas de computador. Para os programadores de
sistemas é suficiente saber somente as linguagens de programacao ou, além disso,
ter conhecimentos basicos da Trigonometria?
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Atividade 1 - Relacdes trigonométricas

a) sen 0° =0 d) sen 90° =1

b) cos 0° =1 e) cos 90° =0
0

c)tg0°=—=0

) g 0% =

Todas as alternativas estdo corretas.

tgx = SERX , como sen 45° = cos 45°, entao tg 45° = 1.
Cos X

3 (sen x)? + (cos x)? =1

(0,6)? + (cos x)? =1

(cos x)?=1-(0,6)>=1-0,36 = 0,64 = cos x =0,64 = 0,8
sen x _ 0,6

3
tgx=—"—"-otgx="2="=0,75
& Ccos X —8 0,8 4

Se sen x = cos X, entdo cateto oposto = cateto adjacente. Portanto, o tridngulo retdngulo que satis-
faz a essa condicgao é o tridngulo isésceles, pois os catetos sao iguais. Como o angulo oposto a hipote-
nusa é reto (mede 90°) e os angulos opostos ao cateto sdo iguais, entdo x + x = 90° = x = 90° + 2 = 45°.

UNIDADES I I

Ou seja, o angulo em que os valores de seno e cosseno sao iguais é 45°.

a) (sen x)? + (cos x)>=1= (sena)’+( L | =1
4
(sena)2=1—l:(sena)2=E=>sena= E=@50,97
16 16 1 4

15

b) tgx:ﬂatga=%=\/1_553,87

CoSs X L

4
cos 20° = i
y

(sen x)? + (cos x)? =1
(sen 20°)% + (cos 20°)? =1

(0,34)? + (cos 20°)* = 1 = cos 20° = 0,94

tg 20° = X
80
tg 20° = O’—:’j 0,36

)

0,36 = % =>x=12-0,36 =4,32 cm — lado menor

12 12
0,94=25y=
y Y094

= 12,77 cm - diagonal

151
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HORA DA CHECAGEM

I I UNIDADES5

E Seguindo o lembrete, conclui-se que cos 60° = sen 30° = 0,5.

a) cos 60° = cateto adjacente _ X _ X

=0,5=x=4cm

hipotenusa 8 8
b) tg 60° = _ Cateto oposto  _ 8
cateto adjacente X
tg60° = Sen60° 087 060087 174 8 3-8 _46cm
cos 60° 0,5 0,5 X 1,74

\f) Registro de duvidas e comentarios
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